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1 Einleitung
Für einen modernen, ressourcenschonenden und funktionsoptimierten Entwicklungsprozess
von Bauteilen bilden neben den Aspekten des Leichtbaus vor allem auf vorherrschende äuße-
re Situationen und Stimulationen einstell- und anpassbare Werkstoffe ein Interessengebiet
aktueller Forschungsarbeit. Verknüpfen die angesprochenen Werkstoffe unterschiedliche phy-
sikalische Felder gemäß des Ursache-Wirkungs-Prinzips miteinander, so sind sie der Gruppe
der aktiven beziehungsweise intelligenten Materialien zuzuordnen [140, 152, 203]. Aus dem
Englischen stammt in diesem Zusammenhang der gleichbedeutende Begriff „smart“. In Ab-
hängigkeit der konstitutiven Eigenschaften können mehrere Felder miteinander wechselwir-
ken. Kopplungseffekte unterschiedlicher Relevanz sind zum Beispiel zwischen den mechani-
schen, thermischen, elektrischen, magnetischen und chemischen Feldgrößen möglich. Piezo-
und ferroelektrische Keramiken zeichnen sich durch elektromechanisch gekoppeltes Verhal-
ten aus und sind bereits in vielen technischen Anwendungen etabliert [69, 116].
In der vorliegenden Arbeit sind Werkstoffe, welche einen Zusammenhang zwischen magneti-
schen und mechanischen Feldern aufweisen, von zentralem Interesse. Der folgende Abschnitt
gibt einen kurzen und einführenden Überblick über derartige Materialien.
1.1 Magnetisch aktive Materialien
Die Metalllegierung der seltenen Erden Terbium und Dysprosium mit Eisen (Terfenol-D)
zeichnet sich durch sogenannte gigantische respektive riesige Magnetostriktion aus [40].
Dabei ist Magnetostriktion ein Effekt zweiter Ordnung, bei dem die Magnetisierung eine
Deformation des magnetisierten Volumens, unabhängig von der Richtung des vorgegebe-
nen Magnetfeldes, bewirkt [64]. Im kommerziell verfügbaren Terfenol-D entstehen durch
Magnetfelder hervorgerufene Dehnungen von 1 bis 2 %. Die Metalllegierung kommt bei-
spielsweise in verschiedenen Aktuatoren zum Einsatz [68]. Weiterhin sind die elastischen
Eigenschaften von Terfenol-D und ähnlichen Legierungen durch ein magnetisches Feld maß-
geblich beeinflussbar [40, 226]. Die zugrunde liegende Art der materiellen Kopplung basiert
auf Phänomenen der atomaren Gitter- und magnetischen Domänenebene. Zwar ist diese Ei-
genschaft in gewissem Maße jedem Material zuzuschreiben, jedoch ist dies in der Regel nur
mit vernachlässigbar kleinen Effekten verbunden.
Spezielle magnetische Flüssigkeiten sind eine weitere Klasse magnetisch aktiver Materialien
mit signifikanten Eigenschaftsänderungen, die sich durch technisch leicht zu realisierende
Magnetfelder steuern und regeln lassen. Sie bestehen aus einem flüssigen Trägermedium
und darin suspendierten magnetisierbaren Partikeln. Grundsätzlich lassen sich zwei Gruppen
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dieser Fluide, charakterisiert durch die mittlere Abmessung der verwendeten Partikel, unter-
scheiden. Ferrofluide (FF) besitzen Partikel mit Größen im Nanometerbereich. Diese sind
als magnetische Eindomänenteilchen anzusehen [165, 166, 187]. Demgegenüber sind die
Partikel in magnetorheologischen Flüssigkeiten (MRF) mikrometergroß und demnach Mehr-
domänenteilchen [27, 119, 232]. Die Ursache für die magnetfeldinduzierten Eigenschafts-
änderungen der magnetischen Flüssigkeiten, dem sogenannten magnetorheologischen Ef-
fekt (MR-Effekt), ist im Wesentlichen auf die Bildung innerer Strukturen, bedingt durch die
Wechselwirkung zwischen den magnetisierten Partikeln, zurückzuführen. Die Anwendungs-
bereiche von Ferrofluiden sind mit FF-Dichtungen, der Möglichkeit zu magnetischer Levita-
tion, FF-Lagern, Polierverfahren, verschiedenen Sensorvarianten, der Kühlung von Lautspre-
chern sowie medizinischen Einsatzgebieten sehr breit gefächert und in ihrer Entwicklung
noch nicht abgeschlossen [184, 187].
Bereits Ende der vierziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts schlägt RABINOW eine auf
magnetischen Flüssigkeiten basierende Kupplung vor [183]. Sehr schnell aktiv regelbare
Dämpfungssysteme sind das bisher wohl erfolgreichste Produkt mit MRF als magnetoaktiven
Bestandteil [188]. Die dafür notwendige Viskositätsänderung resultiert aus der Bildung von
Partikelnetzwerken und -agglomeraten, welche sich auf die von einem Magnetfeld hervorge-
rufenen magnetomechanischen Wechselwirkungen zwischen den magnetisierten Partikeln
zurückführen lassen [27, 34].
Um die gezielt einstellbare Viskosität von MRF auch ohne eine aufwendige konstruktive Lö-
sung, jedoch mit einer gewissen Formstabilität ausnutzen zu können, bietet sich die Möglich-
keit mit MRF gefüllter offenporiger Polymerschäume an [34, 121, 141].
Die mit einer Sedimentation und irreversiblen Agglomeration der magnetisierbaren Parti-
kel in den magnetischen Fluiden verbundenen Probleme sind weitgehend durch die Einbet-
tung der Einschlüsse in vernetzte Polymere behebbar [86]. Als erste Möglichkeit seien hierzu
Ferrogele genannt, unter welchen mit magnetischen Flüssigkeiten gequollene Hydrogele zu
verstehen sind [72, 250]. Ferrogele kennzeichnen sich durch ihre in inhomogenen Magnetfel-
dern erreichbaren großen makroskopischen Verzerrungen und das ausgeprägte inelastische
Materialverhalten aus [93].
Großes wissenschaftliches Interesse haben in den letzten Jahren die sogenannten magne-
torheologischen Elastomere (MRE) auf sich gezogen [31, 34, 53, 83, 93, 123, 142, 199].
In einer elastomeren Matrix, zum Beispiel natürlicher oder synthetischer Gummi, Silikon
beziehungsweise Polyurethan, sind magnetisierbare, in der Regel einige Mikrometer große,
Partikel eingebunden [123]. Das Verhalten der MRE ist neben den rheologischen Charakte-
ristiken des Elastomers maßgeblich vom Volumenanteil der Partikel, ihrer Form und Größen-
verteilung sowie deren Anordnung im Verbundwerkstoff, der Einbindung in das Polymernetz-
werk und ihren magnetischen Materialeigenschaften bestimmt. Um einen möglichst hohen
MR-Effekt zu erzielen, werden relativ weiche Elastomere favorisiert. Die rein mechanischen
Parameter des Matrixmaterials sind bei silikonbasierten MRE durch die Zugabe von Silikonöl
gezielt beeinflussbar [48]. Je nachdem, ob die Vernetzung des Polymer-Partikel-Gemisches
ohne oder mit einem Magnetfeld hinreichender Stärke erfolgt, entstehen MRE mit regellos
oder strukturiert angeordneten Partikeln. Häufig werden diese beiden Klassen, entsprechend
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ihrer Eigenschaften, als isotrope und anisotrope MRE bezeichnet. In den Verbundwerkstoffen
mit isotropem Verhalten sind die Partikel zufällig verteilt. Durch die Wirkung eines Magnet-
feldes während des Vernetzungsprozesses kommt es zwischen den magnetisierten Partikeln
zu Interaktionen. Die daraus resultierenden Partikelbewegungen führen zur Bildung innerer
Strukturen. Auf diese Weise lassen sich in Abhängigkeit verschiedener Parameter fast ideale
Ketten [48] oder auch langgestreckte und quervernetzte Partikelnetzwerke realisieren [90].
All diese Strukturen haben die Ausrichtung entlang des äußeren Magnetfeldes gemeinsam,
sodass sich solche MRE in guter Näherung mit transversalisotropen magnetischen und mecha-
nischen Eigenschaften beschreiben lassen. Die Vorzugsrichtung entspricht dabei der Richtung
des während des Vernetzungsvorganges vorliegenden Magnetfeldes. Die Position und Orien-
tierung der Partikel bleibt unter der Annahme von in elastischem Matrixmaterial ideal einge-
betteten Partikeln nach der vollständigen Vernetzung erhalten. Im Polymernetzwerk kann die
chemische Bindung der Partikel durch spezielle Oberflächenbeschichtungen beeinflusst wer-
den und damit maßgeblich zu einem rein mechanischen Versteifungseffekt beitragen [48],
welcher allerdings dem magnetisch steuerbaren MR-Effekt entgegenwirkt. Unter dem MR-
Effekt von MRE ist die reversible Anpassbarkeit der elastischen Moduln zu verstehen [89, 93,
123]. DAVIS ermittelt in [53] durch theoretische Betrachtungen eine optimale Partikelvolu-
menkonzentration von 27 %, um einen größtmöglichen MR-Effekt zu erhalten. Dieser Wert
findet experimentelle Bestätigung [123] und wird für unterschiedliche MRE-Proben verwen-
det [83, 243]. In [123] zeigt KALLIO, dass spezielle Eigenschaften von MRE, wie Steifigkeits-
und Dämpfungsparameter, durch magnetische Felder regelbar sind und sich diese Verbund-
werkstoffe daher für den Einsatz im Bereich der Schwingungstilgung durch eine gezielte
Änderung der Resonanzfrequenz eignen. Die Körperschaft Ford Global Technologies hat sich
durch ein US-Patent den Gebrauch von MRE zur Reduzierung des Bremsenflatterns von Kraft-
fahrzeugen schützen lassen [214]. Als weitere Einsatzgebiete sind unter anderem magneti-
sche Ventile [26], Buchsen und Motorenlagerungen [84, 85, 93], Sensoren und Konverter [12,
223], Aktuatoren [199] sowie die magnetisch steuerbare Lokomotion [248] in der Literatur
beschrieben. Für einen breiten Überblick des Anwendungsspektrums sei weiterhin auf den
Abschnitt 2.4 in [199] verwiesen.
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Die durch Magnetfelder steuerbaren Verzerrungen von MRE erreichen auf der makroskopi-
schen Längenskale Werte von bis zu 1,5 % [47], wodurch sie zu den Werkstoffen mit riesiger
Magnetostriktion zu zählen sind [13, 83, 89] und damit die magnetostriktiven Effekte kris-
talliner Materialien deutlich übersteigen. Untersuchungen durch HAN in [95] zeigen, dass
trotz makroskopischer Dehnungen eines MRE von lediglich 1 %, bedingt durch die hetero-
gene Werkstoffstruktur und abhängig von der Partikelanordnung, lokale Verzerrungen von
bis zu 20 % entstehen können. Eine wesentliche Eigenschaft der zum Einsatz kommenden
elastomeren Matrixmaterialien ist ihr ausgeprägtes nichtlinear elastisches Verhalten bei ent-
sprechend großen Verzerrungen [167]. Dadurch ist es möglich, MRE in Anwendungsberei-
chen einzusetzen, die große makroskopische Verzerrungen durch mechanische Belastungen
erfahren.
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Die zuvor aufgeführten Punkte motivieren die dieser Arbeit zugrunde liegende Modellierung
magnetisch aktiver Verbundwerkstoffe im Rahmen großer Deformationen. Im Kapitel 2 er-
folgt die Formulierung der zu lösenden physikalischen Feldprobleme, wobei auf das mechani-
sche und magnetische Verhalten der beiden Bestandteile von MRE eingegangen wird. Experi-
mentell bestimmte Daten ermöglichen die Anpassung der vorgeschlagenen magnetischen Ma-
terialmodelle. Sowohl die Partikel-Partikel- als auch die Partikel-Matrix-Wechselwirkungen
auf mikroskopischer Längenskale finden durch die numerische Lösung von Randwertaufga-
ben (RWA) heterogener Strukturen Berücksichtigung. Ein großer Vorteil gegenüber einer
rein makroskopischen Beschreibung beziehungsweise einer dipolbasierten Modellierung be-
steht in der Kenntnis der lokalen Feldverteilungen. In der Regel ist die Partikelmagnetisie-
rung inhomogen, was besonders bei magnetisch nichtlinearem Materialverhalten relevant
ist. Für die Ergebnisse der Simulationen sind neben der Partikelanordnung und -form so-
wie deren Magnetisierungsverhalten die berücksichtigten magnetischen und mechanischen
Wechselwirkungen von entscheidender Bedeutung.
Die numerische Lösung der zugeordneten gekoppelten magnetomechanischen RWA erfolgt
hier neben der herkömmlichen Finiten Elemente Methode (FEM) hauptsächlich mit der er-
weiterten Finiten Elemente Methode (XFEM) für zweidimensionale Problemstellungen. Der
erste Buchstabe der letztgenannten Abkürzung entstammt dem englischen Begriff „exten-
ded“. Das im Kapitel 2 entwickelte Modellierungsverfahren und die damit verbundene nu-
merische Lösung durch die XFEM lässt sich mit kommerziellen Softwarepaketen nur bedingt
oder überhaupt nicht umsetzen. Aus diesem Grund erfolgt die Implementierung des Mo-
dells mit dem Programmsystem MATLAB®. Ein für das gekoppelte Feldproblem benötigter
Lösungsalgorithmus ist zusammen mit den notwendigen Grundlagen zur XFEM Bestandteil
des Kapitels 3. Einen hohen Stellenwert nimmt die Verifikation und Validierung des vorge-
schlagenen Simulationsmodells ein. Für diesen Zweck werden im Anhang C die analytischen
Lösungen von fünf unterschiedlichen RWA hergeleitet.
Der Unterschied zwischen den charakteristischen Abmessungen der die Partikelstrukturen
auflösenden Mikroskale und der makroskopischen Bauteilskale, beträgt bei MRE einige Grö-
ßenordnungen. Die direkte Abbildung aller mikroskopischen Details in einem makroskopi-
schen Berechnungsmodell ist mit einer nicht verarbeitbaren Fülle an Informationen und Da-
ten verknüpft, wodurch die Größe des zu lösenden Systems alle rechentechnisch realistischen
Grenzen übersteigen würde. Um Bauteilanalysen rechnergestützt durchzuführen oder rea-
le Versuche an Probekörpern numerisch nachbilden zu können, hat sich für Werkstoffe mit
starken Unterschieden zwischen den charakteristischen Abmessungen verschiedener Struk-
turebenen das Konzept der numerischen Homogenisierung als ein effizientes Werkzeug er-
wiesen. Für einen geeigneten Überblick über unterschiedliche Homogenisierungsmethoden
sei an dieser Stelle auf die Übersichtsartikel von KANOUTÉ et al. [126] und GEERS et al. [82]
verwiesen. Ausgehend von einem repräsentativen Volumenelement (RVE) der Skalenebene
mit den kleinsten charakteristischen Abmessungen ist unter gewissen Voraussetzungen das
mittels der Homogenisierung analysierbare Verhalten des RVE auf einen materiellen Punkt
der nächstgrößeren Skalenebene übertragbar. Das auf den Übergang zwischen Mikro- und
Makroskale von MRE angepasste einstufige Homogenisierungsverfahren ist Bestandteil des
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Kapitels 4. Nach einführenden Grundlagen zur numerischen Homogenisierung für kleine
Deformationen erfolgt die Lösung verschiedener RWA und in diesem Zusammenhang die
Analyse des effektiven Verhaltens der magnetisch aktiven Verbundwerkstoffe.
Im abschließenden Kapitel 5 wird neben der Zusammenfassung auf interessante Aspekte
eingegangen, die eine Fortführung und Ausweitung des bearbeiteten Forschungsthemas mo-
tivieren.
Mit den zur Verfügung gestellten Methoden erfolgt die Simulation des effektiven magneti-
schen, mechanischen und gekoppelten magnetomechanischen Verhaltens. Dabei ist vor allem
der Einfluss unterschiedlicher Mikrostrukturen und Materialmodelle bei verschiedenen Belas-
tungsszenarien von Interesse. Unter dem effektiven, gekoppelten magnetomechanischen Ver-
halten werden in dieser Arbeit makroskopische aktuatorische Spannungen, magnetostriktive
Dehnungen sowie der MR-Effekt magnetorheologischer Elastomere verstanden. Die geführ-
te Argumentation zu den Ursachen der beobachteten Kopplung basiert dabei auf den analy-
sierten Beispielen des Kapitels 3. Demnach werden die gekoppelten magnetomechanischen
Phänomene nicht nur aufgezeigt, sondern auch ausführlich interpretiert und begründet. Aus
der Beschränkung auf kleine Deformationen ergeben sich Grenzen bezüglich der Aussage-
fähigkeit des Modells. Dies betrifft insbesondere den hier nicht erfassten und modellierten
Bildungsprozess von kettenförmigen Partikelstrukturen innerhalb der MRE mit anisotropen
Eigenschaften. Die wirkenden Lasten, welche eine reale Strukturevolution antreiben und ei-
ne Vorzugsrichtung dieser Verbundwerkstoffe bewirken, sind zwar im vorgeschlagenen Mo-
dell beinhaltet, jedoch können sie im Rahmen kleiner Deformationen bei der Generierung
von Berechnungsmodellen keine Berücksichtigung finden. Vielmehr basieren die Aussagen
zu MRE mit anisotropen Eigenschaften auf künstlich erzeugten Strukturen. Die gewonnenen
Erkenntnisse und das daraus gebildete Verständnis sind dennoch grundlegend für realitäts-
nahe Simulationen des gekoppelten magnetomechanischen Verhaltens derartiger magnetisch
aktiver Materialien im Rahmen großer Deformationen.
Neben den bereits zitierten Veröffentlichungen und aufgeführten Anwendungsgebieten der
betrachteten MRE, soll die Relevanz des bearbeiteten Themengebietes durch einige nationale
Forschungsprojekte unterstrichen und abgerundet werden. In dem bereits abgeschlossenen
Spitzentechnologiecluster ECEMP [107] und den aktuellen Schwerpunktprogrammen der
Deutschen Forschungsgemeinschaft SPP 1681 [164] sowie SPP 1713 [211] sind Teilprojekte
enthalten, die sich dem Verständnis von MRE mit unterschiedlichen Fokussen und Herange-
hensweisen widmen. Das durch den Europäischen Forschungsrat im siebenten Forschungs-
rahmenprogramm der Europäischen Union finanzierte Projekt MOCOPOLY [212] deckt dabei
ein sehr breites Spektrum von Fragestellungen in Bezug auf MRE ab.
5

2 Formulierung der physikalischen
Feldprobleme
Dieses Kapitel bildet den mathematisch-physikalischen Rahmen für die Modellierung und
Simulation von magnetisch aktiven Verbundwerkstoffen unter der Einwirkung mechanischer
und magnetischer Felder. Die angegebenen Modelle sind dabei gezielt auf MRE ausgerichtet
und besitzen für die im Kapitel 1 angesprochene Mikroskale Gültigkeit. Im ersten Abschnitt
werden die wesentlichen Grundlagen der klassischen Kontinuumsmechanik zusammenfas-
send dargestellt. Ausgehend von den MAXWELLschen Gleichungen erfolgt die Ableitung des
stationären magnetischen Feldproblems im zweiten Abschnitt. Der letzte Teil dieses Kapitels
bezieht die magnetischen Felder in eine allgemeinere kontinuumsmechanische Formulierung
ein und stellt ein Modell für das gekoppelte magnetomechanische Feldproblem der zu be-
schreibenden Werkstoffgruppe bereit.
Einführend sei erwähnt, dass die Betrachtungen in diesem Kapitel von einer Skalenebene
ausgehen, die mit kontinuierlich verteilten Eigenschaften beschreibbar ist. Vertiefte Ausfüh-
rungen zur Kontinuumsmechanik sind in den Fachbüchern [19, 87, 99, 104, 167, 227] und
zur Elektrodynamik in [71, 115] enthalten. Das gekoppelte magnetomechanische Feldpro-
blem ist ein Bestandteil von [64, 88, 109, 138].
Nachfolgend wird die Indexnotation verwendet. Soweit nicht anders angegeben, beziehen
sich alle tensoriellen Größen auf kartesische Einheitsbasisvektoren. Tensoren werden in der
vorliegenden Arbeit allein durch ihre Koordinaten gekennzeichnet. Für eine möglichst kom-
pakte Schreibweise findet die Summationskonvention nach EINSTEIN Anwendung, bei der
in einem Produkt oder einem Symbol über ein und den selben zweimalig auftretenden In-
dex zu summieren ist [43, 135]. Aus den verschiedenen zur Verfügung stehenden Einhei-
tensystemen, insbesondere für das elektromagnetische Feldproblem, werden konsequent SI-
Einheiten verwendet.
2.1 Mechanisches Feldproblem
Die Kontinuumsmechanik beschreibt die Bewegung deformierbarer, strukturloser und belas-
teter Körper, welche als zusammenhängende Menge materieller Teilchen zu verstehen sind.
Sie lässt sich in drei voneinander abgrenzbare Bereiche unterteilen. Die Kinematik formuliert
die rein geometrischen Zusammenhänge einer Bewegung, ohne dabei die Ursachen einzube-
ziehen. Allgemeingültige Bilanzgleichungen sind als Erfahrungssätze der Physik zu verstehen.
Sie verknüpfen unterschiedliche Feldgrößen miteinander, die den Zustand beziehungsweise
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die Zustandsänderung für einen Körper als Ganzes oder einen auch infinitesimal kleinen Teil
davon kennzeichnen. Die konstitutiven Beziehungen charakterisieren die Materialeigenschaf-
ten des betrachteten materiellen Körpers.
2.1.1 Kinematik
Der deformierbare, materielle Körper K nimmt in der Referenzkonfiguration zur Zeit t = t0
das Gebiet B0 mit dem Volumen V als Teilmenge des dreidimensionalen EUKLIDischen Rau-
mes ein K→ B0 ⊂ R3 und ist durch ∂B0 berandet. Ein Punkt P des Körpers, dargestellt in der
Abbildung 2.1, ist durch den materiellen respektive LAGRANGEschen Vektor mit den Koordi-
naten XK gekennzeichnet. In einer verformten und zur Zeit t > t0 betrachteten Momentan-
konfiguration füllt der gleiche Körper das Gebiet B mit dem Volumen v aus und besitzt die
Oberfläche ∂B. Ein Punkt im Raum sei durch die räumlichen beziehungsweise EULERschen
Koordinaten xk bestimmt. Die Position eines Materiepunktes zur Zeit t in räumlichen Koor-
dinaten ist durch die bijektive und stetige Abbildung χk : B0 ⊂ R3→ B ⊂ R3 mit
xk = χk(X L , t) (2.1)
festgelegt. Aus der Eigenschaft des Homöomorphismus von Gleichung (2.1) ist erkennbar,
dass sich ein Körper nicht selbst durchdringen kann, es nicht zum Klaffen kommen und das
Volumen während der Deformation nicht vollständig verschwinden darf.
Referenzkonfi-
guration t = t0
Momentan-
konfiguration
e2
e1
e3
χ : B0→ B
Materieller Körper
K
B0 B
x = xkek
K→ B0 K→ B
X = XK eK
P
Abbildung 2.1: Die LAGRANGEschen Koordinaten XK des Punktes P in der Referenzkonfiguration B0 eines ma-
teriellen Körpers K werden durch χk auf die EULERschen Koordinaten xk in der Momentankonfiguration B
abgebildet.
Ausgehend von der Abbildung 2.1 sind die Koordinaten des Verschiebungsvektors sowohl in
LAGRANGEscher als auch in EULERscher Betrachtungsweise durch
UK(X L, t) = δKmxm(X L , t)− XK und (2.2 a)
uk(x l, t) = xk − δkM XM (x l, t) (2.2 b)
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gegeben. Das in der Gleichung (2.2) vorkommende Symbol mit gemischten Indizes wird
in [64] als „shifter“ bezeichnet. Wenn die für die materiellen sowie räumlichen Koordina-
ten verwendeten Basissysteme zusammenfallen, entspricht es dem KRONECKER-Symbol δkl,
ansonsten den Richtungskosinus zwischen beiden Basissystemen. Die lokale Deformation ei-
nes materiellen Teilchens lässt sich über den Zusammenhang zwischen den infinitesimalen
Linienelementen in der Referenzkonfiguration und der aktuellen Konfiguration
dxk =
∂xk
∂X L
dX L (2.3)
ausdrücken.
Mit der partiellen Ableitung in der Gleichung (2.3) sind der Deformationsgradient
FkL =
∂xk
∂X L
(2.4)
und mit
F−1
Kl
=
∂XK
∂x l
(2.5)
der inverse Deformationsgradient definiert. Als Abkürzung für die partielle Ableitung einer
Größe (·) nach xk wird in dieser Arbeit (·),k = ∂(·)∂xk verwendet. Da die Länge des differentiellen
Linienelementes in der Momentankonfiguration nicht verschwinden darf, gilt entsprechend
der Gleichung (2.3) die Forderung
J = det(FkL) = det(xk,L) > 0 . (2.6)
Darin kennzeichnet J ∈ R+ die JACOBIsche Determinante.
Für später folgende Betrachtungen ist es hilfreich, an dieser Stelle darauf einzugehen, wie
Linien-, Flächen- und Volumenelemente der unterschiedlichen Konfigurationen zusammen-
hängen. Linienelemente transformieren sich gemäß der Gleichungen (2.3) und (2.4) durch
den Deformationsgradienten. Das Kreuzprodukt zweier Linienelemente liefert für die Flä-
chenelemente den Zusammenhang
dak = J F
−1
Lk
dAL , (2.7)
wobei die Flächenelemente dak = nkda und dAK = NKdA in der Momentankonfiguration be-
ziehungsweise Referenzkonfiguration durch die Auswärtsnormaleneinheitsvektoren nk und
NK gerichtet sind. Aus dem Spatprodukt von differentiell kleinen Linienelementen folgt für
die Volumenelemente in der Momentan- und Referenzkonfiguration
dv = JdV . (2.8)
Der Deformationsgradient beinhaltet Starrkörperrotationen, wohingegen die symmetrischen
rechts CAUCHY-GREEN- und links CAUCHY-GREEN-Deformationstensoren
CK L = FmK FmL und (2.9 a)
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ckl = FkM FlM (2.9 b)
frei von Starrkörperrotationen sind. Beide durch die Gleichung (2.9) definierten Größen er-
geben im unverzerrten Zustand den Einheitstensor zweiter Stufe, dessen Koordinaten dem
KRONECKER-Symbol entsprechen. Die GREEN-LAGRANGE- und ALMANSI-EULER-Verzerrungs-
tensoren
EK L =
1
2
(CK L − δK L) und (2.10 a)
ekl =
1
2
 
δkl − c−1kl

(2.10 b)
werden für einen unverzerrten Zustand beide zum Nulltensor zweiter Stufe. Ausgehend von
der Gleichung (2.2) ergeben sich der materielle und der räumliche Verschiebungsgradient
UK,L = δKmFmL − δK L und (2.11 a)
uk,l = δkl −δkM F−1Ml . (2.11 b)
Mit diesen folgen die Verzerrungstensoren der Gleichung (2.10) in der Form
EK L =
1
2
 
UK,L + UL,K + UM ,KUM ,L

und (2.12 a)
ekl =
1
2
 
uk,l + ul ,k − um,kum,l

. (2.12 b)
Kleine Deformationen
Für den Sonderfall von kleinen Deformationen ist die Norm des Verschiebungsgradienten ver-
schwindend klein ‖uk,L‖ ≪ 1 und zusätzlich der Betrag des Verschiebungsvektors klein gegen-
über einer charakteristischen Abmessung lKc des betrachteten materiellen Körpers |uk| ≪ l
K
c
[99]. Aus der Dreiecksungleichung ‖FkL‖= ‖uk,L + δkL‖ ≤ ‖uk,L‖+ ‖δkL‖ ist die Beziehung
‖FkL‖ − ‖δkL‖ ≤ ‖uk,L‖ ≪ 1 (2.13 a)
und damit der Zusammenhang
FkL ≈ δkL (2.13 b)
herleitbar. Außerdem gilt
J =
Æ
1+ 2UK,K ≈ 1 . (2.14)
Die Momentan- und Referenzkonfiguration fallen fast vollständig zusammen. Somit ist die
Unterscheidung zwischen LAGRANGEscher und EULERscher Betrachtungsweise hinfällig. Die
geometrische Linearisierung von Gleichung (2.12) liefert schließlich den linearisierten Ver-
zerrungstensor
ǫkl =
1
2
 
uk,l + ul ,k

. (2.15)
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Dieser wird häufig als infinitesimaler Verzerrungstensor beziehungsweise seine Koordinaten
als technische Verzerrungen bezeichnet.
Um aus einem bekannten Verzerrungszustand ein physikalisch zulässiges Verschiebungsfeld
berechnen zu können, müssen die sogenannten Kompatibilitätsbedingungen
ekprelqsǫpq,rs = 0 (2.16)
erfüllt sein. Mit
eklm =



1 für k, l, m = 1, 2, 3 zyklisch
−1 für k, l, m = 3, 2, 1 zyklisch
0 sonst
(2.17)
sind die Koordinaten des vollständig antisymmetrischen, dreistufigen Permutationssymbols
gegeben. In der Literatur ist diese Größe unter dem Namen LEVI-CEVITA-Tensor zu finden. Die
auch als Verträglichkeitsbedingungen bezeichneten partiellen Differentialgleichungen (2.16)
sind mathematisch als Integrabilitätsbedingungen zu verstehen und ergeben sechs voneinan-
der unabhängige Gleichungen.
2.1.2 Feldgleichungen
Die Struktur der aufgeführten Bilanzgleichungen ist als die zeitliche Änderung einer zu bi-
lanzierenden Größe, hervorgerufen durch Quellen oder Senken im Gebiet und Ströme be-
ziehungsweise Flüsse über die Gebietsberandung hinweg, zu verstehen. Ändert sich eine zu
bilanzierende Größe während eines betrachteten Prozesses nicht, so ist sie eine Erhaltungs-
größe.
Erhaltung der Masse
Im Falle der Masse m ∈ R+ sind Quellen und Senken im Gebiet sowie Flüsse über die Beran-
dung hinweg ausgeschlossen. Die zu bilanzierende Größe ist demnach eine Erhaltungsgröße.
Die Masse eines materiellen Körpers
m=
∫
B0
̺0(XK)dV =
∫
B
̺(xk, t)dv = konstant (2.18)
ist sowohl mit einer bezüglich der Zeit festen Massendichte ̺0 ∈ R+ der Referenzkonfigura-
tion als auch mit einer zeitlich variablen Massendichte ̺ ∈ R+ der Momentankonfiguration
angegeben [104]. Aus der materiellen Zeitableitung (̇·) = D(·)Dt =
∂(·)
∂t


XK=konstant
von m folgt
neben der Erhaltung der Masse die Kontinuitätsgleichung
˙̺ +̺vk,k = 0 . (2.19)
Darin ist die Divergenz vk,k des Geschwindigkeitsvektors vk = ẋk = u̇k enthalten. Die zu der
partiellen Differentialgleichung (2.19) gehörende Sprungbedingung ist für eine materielle
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Sprungfläche SS identisch erfüllt. Dabei sind keine zusätzlichen Dichtegrößen in der Fläche
zugelassen.
Über den Zusammenhang zwischen den Volumenelementen gemäß der Gleichung (2.8) lässt
sich die Gleichung (2.18) in
∫
B0
(̺0 − J̺) dV = 0 umformen. Daraus ergibt sich
̺0
̺
= J > 0 . (2.20)
Bilanz des mechanischen Impulses
In seiner Momentankonfiguration besitzt ein materieller Körper den Impuls
Ik =
∫
B
̺vk dv . (2.21)
Die materielle Zeitableitung des Impulsvektors entspricht der auf den Körper wirkenden Ge-
samtkraft İk = Fk [99]. Sie setzt sich aus
Fk =
∫
B
̺ fk dv +
∫
∂B
tk da (2.22)
einer im Gebiet wirkenden spezifischen Kraft fk und einer durch die Wechselwirkung mit
der Umgebung über die Oberfläche übertragenen Flächenkraft tk zusammen. Die in vielen
Modellen der Mechanik vorkommenden Einzelkräfte sind bei Körpern mit endlicher Ausdeh-
nung als Idealisierung von Kraftverteilungen mit einem im Vergleich zu den Abmessungen
des betrachteten Körpers vernachlässigbar kleinem Wirkungsbereich anzusehen und in Glei-
chung (2.22) enthalten. Mit dem Zusammenhang
t l = σklnk (2.23)
zwischen den Koordinaten der auch als Spannungsvektor bezeichneten Flächenkraft tk und
dem CAUCHYschen Spannungstensor σkl, der Kontinuitätsgleichung (2.19) sowie der Anwen-
dung des GAUSSschen Integralsatzes, kann die Gleichung (2.22) in der globalen Form der
Impulsbilanz als
Fl =
∫
B
 
σkl ,k +̺ fl

dv =
∫
B
̺ v̇l dv = İl (2.24)
angegeben werden. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der erste Index des Span-
nungstensors den Bezug zu einem Flächenelement herstellt, während der zweite Index be-
züglich der wirkenden Kraft zu verstehen ist.
Da die Bilanzgleichungen nicht nur für einen Körper als Ganzes, sondern auch für Teile davon
Gültigkeit besitzen, lässt sich aus der Gleichung (2.24) die lokale Form der Impulsbilanz
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σkl ,k +̺ fl = ̺ v̇l , (2.25)
auch als 1. CAUCHYsche Bewegungsgleichung bekannt [104], ableiten. In der vorliegenden
Arbeit stehen quasistatische Prozesse im Mittelpunkt. Unter dieser Voraussetzung ist der Träg-
heitsterm auf der rechten Seite von Gleichung (2.25) als vernachlässigbar anzusehen. Damit
ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung
σkl ,k +̺ fl = 0 . (2.26)
Am Rand ∂B des materiellen Körpers K gehen die zum System partieller Differentialglei-
chungen (2.26) gehörenden Sprungbedingungen in Randbedingungen (RB) über. In der Ab-
bildung 2.2 ist die in einem Körper befindliche materielle Sprungfläche SS mit dem zugehö-
rigen nach außen gerichteten Normaleneinheitsvektor dargestellt. Das Gleichgewicht an der
Sprungfläche führt auf die Sprung- sowie an der Berandung des Körpers auf die natürliche
Randbedingung
JσklKnk + pl = 0 auf SS und (2.27 a)
σklnk = p̂l auf ∂Bp , (2.27 b)
wobei J(·)K = (·)+ − (·)− der Differenz einer Größe von beiden Seiten der Sprungfläche ent-
spricht, in diesem Fall die der Spannungskoordinaten, und pk eine in SS wirkende Flächen-
kraft ist. Der kinetische Einfluss der Umgebung auf einen betrachteten Körper, beschrieben
durch die Normalkomponente des Spannungstensors σ+
kl
nk zusammen mit einer am Rand
des Körpers ∂Bp angreifenden Flächenkraft pl , lässt sich in der effektiven Flächenkraft p̂l
zusammenfassen.
SS
B
∂B
B
−
B
+
n
Abbildung 2.2: Materieller Körper in Momentankonfiguration B mit einer materiellen Sprungfläche SS, an-
grenzenden Teilgebieten B+ und B− sowie nach außen gerichtetem Normaleneinheitsvektor n.
In Analogie zu den kinetischen Sprung- und Randbedingungen (2.28) lassen sich kinemati-
sche Aussagen formulieren. Einerseits die zugrunde gelegte Kontinuität des Verschiebungs-
feldes
JukK= 0 auf SS (2.28 a)
und andererseits eine an der Gebietsberandung vorgegebene Verschiebung ûk
uk = ûk auf ∂Bu . (2.28 b)
Für die vorzuschreibenden RB gilt der Zusammenhang ∂Bp ∪ ∂Bu = ∂B und ∂Bp ∩ ∂Bu = ∅
für jede Koordinatenrichtung.
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Bilanz des mechanischen Drehimpulses
Der Drehimpuls eines materiellen Körpers ist in der Momentankonfiguration durch
Lk =
∫
B
̺eklmx l vm dv (2.29)
bestimmt. Die materielle Zeitableitung des Drehimpulses ergibt das auf den Körper wirken-
de Gesamtdrehmoment L̇k = Tk. Es setzt sich aus den Momentenwirkungen der im Gebiet
wirkenden spezifischen Kraft sowie aus an der Oberfläche angreifenden Flächenkräften
Tk =
∫
B
̺eklmx l fm dv +
∫
∂B
eklmx l tm da (2.30)
zusammen und ist bezüglich eines gewählten Raumpunktes definiert. Ohne Einschränkung
der Allgemeinheit bezieht sich der Drehimpuls und das Gesamtdrehmoment in den Gleichun-
gen (2.29) und (2.30) auf den Ursprung eines sich im Massenmittelpunkt befindlichen Koor-
dinatensystems. Im Unterabschnitt 2.3.1 kommt darüber hinaus die Wirkung einer elektro-
magnetischen Momentendichte hinzu, die bei dem hier betrachteten klassischen Kontinuum
nicht zu berücksichtigen ist. Mit der Beziehung (2.23) zwischen dem Spannungsvektor und
dem Spannungstensor, der Kontinuitätsgleichung (2.19) sowie der Anwendung des GAUSS-
schen Integralsatzes folgt aus der Drehimpulsbilanz
Tk =
∫
B

(eklmx lσqm),q +̺eklmx l fm

dv =
∫
B
̺eklmx l v̇m dv = L̇k . (2.31)
Aus der Gleichung (2.31) lässt sich unter Berücksichtigung der 1. CAUCHYschen Bewegungs-
gleichung (2.25) die lokale Form der Drehimpulsbilanz
eklmσlm = 0 (2.32)
herleiten, welche die Symmetrie des CAUCHYschen Spannungstensors ausdrückt und auch
als 2. CAUCHYsche Bewegungsgleichung bekannt ist [104]. Die Sprungbedingung der Dreh-
impulsbilanz ist identisch erfüllt [99]. Für die algebraischen Gleichungen (2.32) sind im
Gegensatz zum System partieller Differentialgleichungen (2.26) keine RB erforderlich.
Bilanz der Energie
Zur Formulierung von konstitutiven Beziehungen im Unterabschnitt 2.1.3, ist es notwendig,
auf thermodynamische Prinzipien einzugehen. Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik in der
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globalen Form für thermomechanische Feldprobleme


1
2
∫
B
̺vkvk dv


·
︸ ︷︷ ︸
K̇
+


∫
B
̺udv


·
︸ ︷︷ ︸
U̇
=
∫
B
̺ fkvk dv +
∫
∂B
̺ tkvk da
︸ ︷︷ ︸
P
+
∫
B
̺ j dv −
∫
∂B
qknk da
︸ ︷︷ ︸
Q
(2.33)
verknüpft die Rate der kinetischen Energie K̇ und der inneren Energie U̇ eines deformier-
baren Körpers mit der Summe der mechanischen Leistung P und der Wärmeleistung Q. Das
negative Vorzeichen des flächenbezogenen Wärmestromvektors qk in der Gleichung (2.33)
resultiert aus der Definition, dass die Wärmezufuhr in den betrachteten Körper hinein, al-
so entgegen des nach außen gerichteten Normaleneinheitsvektors, positiv ist. Ein weiterer
Anteil der Wärmeleistung ist durch die spezifische Wärmequelle j gegeben.
In der lokalen Form, unter Berücksichtigung der Gleichungen (2.19) und (2.25), ergibt sich
die Bilanz der inneren Energie u aus
̺u̇= σkl vl ,k − qm,m +̺ j . (2.34)
Darin gleicht die mechanische Leistungsdichte dem vollständig verjüngten Produkt der CAU-
CHY-Spannung und des Geschwindigkeitsgradienten. Die Beziehung (2.34) kann nach [87]
als verallgemeinerte Formulierung des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik angesehen wer-
den, wobei die zugehörige Sprungbedingung
JqkKnk = 0 auf SS (2.35)
unter der Annahme nicht vorhandener Dichtegrößen in einer schlupffreien Sprungfläche SS
die Stetigkeit der Normalkomponente des Wärmeflusses ausdrückt [87]. Auf die Angabe ent-
sprechender RB wird hier verzichtet, da thermomechanische Feldprobleme kein Bestandteil
dieser Arbeit sind.
Bilanz der Entropie und Clausius-Duhem-Ungleichung
In der globalen Form der Entropiebilanz


∫
B
̺s dv


·
= −
∫
∂B
φknk da+
∫
B
̺σdv +
∫
B
̺τdv (2.36)
ist s die spezifische Entropie, φk der flächenbezogene Entropiestromvektor, σ die spezifische
induzierte Entropieproduktion und τ die spezifische spontane Entropieproduktion. Mit dem
2. Hauptsatz der Thermodynamik
∫
B
̺τdv ≥ 0 (2.37)
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ist die Aussage verbunden, dass „die Entropie des Universums bei allen tatsächlich ablaufen-
den Prozessen niemals abnimmt“ [87]. Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik drückt damit
gemäß [99] das Prinzip der Irreversibilität aus. Durch das Vorhandensein einer nichtnegati-
ven, spezifischen, spontanen Entropieproduktion unterscheidet sich die Entropiebilanz (2.36)
in Kombination mit der Beziehung (2.37) von den bisher betrachteten Bilanzgleichungen und
nimmt somit eine Sonderstellung unter ihnen ein. Es lässt sich keine zusätzliche Gleichung
für das zu lösende Feldproblem ableiten. Vielmehr ergeben sich auf dieser Grundlage Restrik-
tionen für die noch zu formulierenden konstitutiven Modelle.
Entsprechend der Annahme, dass der flächenbezogene Entropiestromvektor dem auf die ab-
solute Temperatur T∈ R+ bezogenen Wärmestromvektor φk = qkT entspricht und die spezifi-
sche induzierte Entropieproduktion der durch die Temperatur dividierten spezifischen Wär-
mequelle σ = j
T
gleicht [45, 87, 104], folgt die CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung
̺ṡ+
qk,k
T
− qk
T 2
T,k −̺
j
T
≥ 0 (2.38)
unter Berücksichtigung der Massenbilanz (2.19). Dabei ist die lokale Forderung τ ≥ 0 hin-
reichend, jedoch nicht notwendig, zur Erfüllung der Ungleichung (2.37). Die zugehörige
Sprungbedingung
JTK= 0 auf SS (2.39)
beschreibt die Stetigkeit der absoluten Temperatur. Auch an dieser Stelle sei auf die Angabe
entsprechender RB verzichtet.
Mit der Bilanz der inneren Energie (2.34) können der zweite und vierte Summand der Be-
ziehung (2.38) ersetzt werden und es ergibt sich
̺ (T ṡ− u̇) +σkl vl ,k −
qk
T
T,k ≥ 0 . (2.40)
Der Geschwindigkeitsgradient vl ,k in der Ungleichung (2.40) ist mit dem Zusammenhang
dvk = d ẋk = (FkLdX L)
·
= ḞkLdX L = ḞkLF
−1
Ll
dx l folgendermaßen ausdrückbar
vk,l = ḞkLF
−1
Ll
. (2.41)
Die als thermodynamische Potentiale zu verstehenden Größen u und s sind durch die LE-
GENDRE-Transformation [5, 191, 245]
ψ = u− Ts (2.42)
mit der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie ψ verknüpft. Die Ungleichung (2.40) ist da-
mit in
−̺
 
ψ̇+ Ṫ s

+σkl ḞlM F
−1
Mk
− qk
T
T,k ≥ 0 (2.43)
überführbar. Aus der Ungleichung (2.43) sind Bedingungen ableitbar, die für die im nachfol-
genden Unterabschnitt angegebenen konstitutiven Beziehungen zu erfüllen sind. Dadurch
ist gewährleistet, dass ein zu entwickelndes Materialmodell nur zu thermodynamisch zuläs-
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sigen Prozessen führen kann und die Dissipation bei irreversiblen Vorgängen stets positiv
ist.
Transformation bezüglich der Referenzkonfiguration
Wird der Spannungsvektor in der Gleichung (2.23) gemäß der Beziehung (2.7) auf ein Flä-
chenelement der Referenzkonfiguration bezogen, folgt
PKl = J F
−1
Km
σml . (2.44)
Der damit eingeführte 1. PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor PKl ist im Allgemeinen un-
symmetrisch. Durch die Symmetrie der CAUCHYschen Spannung gilt folglich die Beziehung
FkK PKm = PKmFkK. Die Gleichgewichtsbedingung (2.26) ist damit durch
PKl ,K +̺0 fl = 0 (2.45)
gegeben. Eine zusätzliche Transformation des Kraftvektors mit Bezug zur Referenzkonfigu-
ration führt auf den symmetrischen 2. PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor
TK L = J F
−1
Km
σml F
−1
Ll
= PKmF
−1
Lm
. (2.46)
2.1.3 Konstitutive Beziehungen
Das rein mechanische Materialverhalten beider Konstituenten der im Kapitel 1 beschriebe-
nen MRE wird im Rahmen dieser Arbeit als elastisch angenommen. Die acht zur Verfügung
stehenden Feldgleichungen (2.19), (2.26), (2.32) und (2.34) mit den zugehörigen RB de-
finieren die RWA zur Bestimmung der 14 unbekannten Feldgrößen uk, σkl , ̺ und u. Eine
Lösung des Problems erfordert sechs weitere Gleichungen, die das Verhalten des betrachte-
ten Körpers charakterisieren. Dabei sind die Prinzipien der lokalen Wirkung, der materiellen
Objektivität, der Äquipräsenz und das Prinzip des Determinismus zu beachten [64, 99, 227].
Das Ableiten der erforderlichen konstitutiven Beziehungen aus der CLAUSIUS-DUHEM-Unglei-
chung stammt von COLEMAN und NOLL [45]. Unter dem Gesichtspunkt der thermodynami-
schen Zulässigkeit lassen sich aus der Beziehung (2.43) mit ψ = ψ(FkL) die erforderlichen
sechs Gleichungen
σkl = ̺FkM
∂ψ
∂FlM
(2.47)
herleiten [45, 227]. Ein Material heißt hyper- beziehungsweise GREEN-elastisch, unter der
Voraussetzung, dass die spezifische freie HELMHOLTZ-Energie ψ existiert [104, 167]. Die ge-
forderte materielle Objektivität ist mit der Wahl von ψ = ψ(CK L) gewährleistet. Unter der
Annahme von isotropem Materialverhalten ist die skalarwertige Funktion ψ durch die drei
Hauptinvarianten [135]
I C1 = CKK , I
C
2 =
1
2
(CKK CL L − CK LCK L) und I C3 = det (CK L) = J2 (2.48)
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des symmetrischen rechts CAUCHY-GREEN-Deformationstensors ausdrückbar, sodass der Zu-
sammenhang ψ=ψ
 
I C
α

mit α ∈ {1, 2, 3} folgt [104]. Die in der Gleichung (2.47) erfor-
derliche Differentiation von ψ bezüglich FlM führt unter Anwendung der Kettenregel auf
∂ψ(I Cα )
∂FlM
=
∂ψ
∂I Cα
∂I Cα
∂FlM
. Die darin enthaltenen partiellen Ableitungen der Invarianten I C
α
ergeben
sich zu
∂I C1
∂FkL
= 2FkL ,
∂I C2
∂FkL
= 2
 
I C1 FkL − FqL FqM FkM

und
∂I C3
∂FkL
= 2I C3 F
−1
Lk
. (2.49)
Mit der abkürzenden Schreibweise ψ,α =
∂ψ
∂I Cα
und mit der Beziehung (2.9 b) folgt für die
CAUCHYsche Spannung entsprechend der Gleichung (2.47)
σkl = 2̺

ψ,1ckl +ψ,2
 
I C1 ckl − ckqcql

+ I C3ψ,3δkl

. (2.50)
Durch die Abhängigkeit der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie von allen drei Invarian-
ten I C1 , I
C
2 und I
C
3 sind experimentelle Daten gummiähnlicher Materialien in einem großen
Messwertbereich abbildbar [104]. Aus dem allgemeineren OGDEN-Modell lassen sich neben
dem neo-HOOKE- auch das sogenannte MOONEY-RIVLIN- sowie das VARGA-Materialmodell ab-
leiten [104, 167]. Um die Anzahl der zu bestimmenden Parameter gering zu halten, erfolgt
hier die Modellierung des elastischen Materialverhaltens gemäß [39, 239] mit der spezifi-
schen freien HELMHOLTZ-Energie
ψ=
1
2̺0

µ
 
I C1 − ln I C3 − 3

+
λ
2
 
I C3 − ln I C3 − 1


. (2.51)
Im unverzerrten Zustand mit I C1 = 3 und I
C
3 = 1 istψ erwartungsgemäß gleich Null. Aus den
als LAMÉ-Parametern bezeichneten Materialkennwerten µ und λ lassen sich die beiden Inge-
nieurkonstanten der linearen Theorie, der Elastizitätsmodul E = µ(3λ+2µ)
λ+µ
sowie die Querkon-
traktionszahl ν = λ2(λ+µ) , ermitteln. Weiterhin besteht der Zusammenhang zum Schubmodul
G = µ. Der mit I C3 = J
2 = 1 verbleibende Teil der Gleichung (2.51) ist ein mathematisch
einfaches Modell für die nichtlineare Elastizität und lässt sich sowohl phänomenologisch als
auch aus einer statistischen Theorie langkettiger vernetzter Molekülketten herleiten [104,
167, 190, 224, 225, 227]. Dabei bleibt unberücksichtigt, dass die Molekülketten des zu mo-
dellierenden Elastomers nur eine begrenzte Dehnbarkeit besitzen und das elastische Verhal-
ten nur bis zu gewissen, nicht zu großen, Verzerrungen realistisch abgebildet werden kann
[167, 225]. Die Bezeichnung neo-HOOKE steht nach [39, 167] lediglich für den Teil der Glei-
chung (2.51) mit I C3 = J
2 = 1. Im Folgenden wird sie für das kompressible Materialmodell
mit dem Potential (2.51) verwendet. In der Literatur sind für den kompressiblen Anteil auch
andere Formen angegeben, so zum Beispiel in [23, 150]. Die CAUCHYsche Spannung (2.50)
ist mit der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie (2.51) aus
σkl =
1
J

µ (ckl − δkl) +
λ
2
 
I C3 − 1

δkl

(2.52)
in Abhängigkeit des Verzerrungszustandes berechenbar.
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In der Abbildung 2.3 ist beispielhaft der Verlauf der Spannung σ11 entsprechend des neo-
HOOKE-Modells anhand der durchgezogenen Kurven dargestellt. Dabei unterliegt das im
Hauptachsensystem beanspruchte Material in der Abbildung 2.3 (a) dem ebenen Spannungs-
zustand (ESZ) und in der Abbildung 2.3 (b) dem ebenen Verzerrungszustand (EVZ).
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Abbildung 2.3: Lineares und nichtlineares mechanisches Materialverhalten mit den Parametern E = 0,2 · 106 Pa
und ν= 0,4 bei Zug in x1-Richtung und freier Kontraktion in x2-Richtung für: (a) ESZ mit σ33 = 0 und (b) EVZ
mit c33 = 1 beziehungsweise ǫ33 = 0.
Kleine Deformationen
Für den Sonderfall von kleinen Deformationen ist das mechanische Materialverhalten durch
das anisotrope, linear elastische Modell
σkl = Eklmnǫmn (2.53)
beschreibbar. Aus den Symmetrien des Spannungs- und des infinitesimalen Verzerrungsten-
sors sowie der Potentialeigenschaft der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie ergeben sich
für die Koordinaten des vierstufigen Elastizitätstensors folgende Identitäten
Eklmn = Elkmn = Eklnm = Emnkl (2.54)
und damit maximal 21 voneinander unabhängige Koordinaten. Eine Übersicht und Klassifika-
tion nach verschiedenen Symmetrien linear elastischer Materialien ist unter anderem in [49]
zu finden. Im einfachsten, isotropen Fall gilt der Zusammenhang
Eklmn = µ (δkmδln+ δknδlm) +λδklδmn , (2.55)
wobei sich die 21 voneinander unabhängigen Koordinaten in Abhängigkeit der zwei LAMÉ-
Parameter ausdrücken lassen. Die Gleichung (2.52) führt schließlich auf das isotrope linear
elastische Materialverhalten
σkl = 2µǫkl +λǫqqδkl . (2.56)
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In der Abbildung 2.3 ist der lineare Verlauf der Spannung σ11 für den ESZ und EVZ durch
die gestrichelten Linien dargestellt.
2.2 Stationäres magnetisches Feldproblem
Im Folgenden wird auf die Angabe globaler Feldgleichungen verzichtet. Die makroskopischen
MAXWELLschen Gleichungen
dk,k = ρ , (2.57 a)
eklmem,l +
∂bk
∂t
= 0 , (2.57 b)
bk,k = 0 und (2.57 c)
eklmhm,l −
∂dk
∂t
= jk (2.57 d)
sind die Grundgleichungen, die der Beschreibung von klassischen elektromagnetischen Phä-
nomenen dienen [115]. Sie lassen sich mikroskopisch motiviert aus den Feldern und Wech-
selwirkungen von Partikeln, die als stabile Gruppen von Atomen oder Molekülen aufzufassen
sind, durch statistische Mittelungen herleiten [64, 88]. Eine diesbezüglich umfassende Dar-
stellung mit Bezug zur klassischen sowie quantenmechanischen Elektrodynamik und auch
unter der Berücksichtigung relativistischer Effekte ist durch DE GROOT und SUTTORP in [88]
gegeben. In der Gleichung (2.57) sind dk die dielektrische Verschiebungsflussdichte, ρ die
freie Ladungsdichte, ek die elektrische Feldstärke, bk die magnetische Flussdichte, hk die ma-
gnetische Feldstärke und jk die elektrische Stromdichte. Aus den Gleichungen (2.57 a) und
(2.57 d) ist zusätzlich die Bilanz der freien elektrischen Ladung ∂ρ
∂t
+ jk,k = 0 herleitbar.
2.2.1 Feldgleichungen
Maxwellsche Gleichungen des stationären magnetischen Feldproblems
Im Falle zeitunabhängiger, also stationärer, Felder entkoppeln das elektrische und magne-
tische Feldproblem voneinander. Für das stationäre magnetische Problem verbleiben damit
bk,k = 0 und (2.58 a)
eklmhm,l = jk . (2.58 b)
Die Gleichung (2.58 a) drückt dabei die Quellenfreiheit der magnetischen Flussdichte aus.
Aus ihr folgt, dass die magnetischen Feldlinien stets geschlossen sind. Der Gleichung (2.58 a)
sind die Sprung- und Randbedingungen
JbqKnq = 0 auf SS und (2.59 a)
bqnq = η̂ auf ∂Bη (2.59 b)
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zugeordnet, wobei die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte durch eine „(fik-
tive) magnetische Flächenladung“ η vorschreibbar ist [137]. JACKSON widmet sich im Ab-
schnitt 6.11 von [115] der interessanten Fragestellung zur Existenz magnetischer Ladungen
oder Monopole. Zur zweiten Gleichung (2.58 b) gehören die Sprung- beziehungsweise Rand-
bedingungen
eklmnlJhmK= kk auf SS und (2.60 a)
eklmnlhm = −k̂k auf ∂Bk , (2.60 b)
in denen kk ein Flächenstrom auf der Sprungfläche SS und k̂k ein als Randwert vorschreibba-
rer effektiver Flächenstrom ist, welcher Anteile der Tangentialkomponente des umgebenden
magnetischen Feldes eklmnlh
+
m
sowie den Flächenstrom kk zusammenfasst. Durch die Glei-
chung (2.58), zusammen mit den Sprung- und Randbedingungen (2.59) und (2.60), ist das
stationäre magnetische Feldproblem formuliert.
Die in der Gleichung (2.57 d) verwendete magnetische Feldstärke hk ist eine Hilfsgröße und
führt zu einer kompakteren Schreibweise. Materielle Effekte, die einen Einfluss auf das ma-
gnetische Feld hervorrufen, werden durch die Magnetisierung mk beschrieben. Es gilt der
allgemeine Zusammenhang
bk = µ0 (hk +mk) , (2.61)
worin µ0 = 4π · 10−7 N A−2 die Permeabilität von Vakuum ist. Durch die Gleichung (2.61)
sind noch keine Informationen bezüglich des Materials getroffen. Dies geschieht mit den
konstitutiven Beziehungen im Unterabschnitt 2.2.2, die einen Zusammenhang zwischen zwei
der drei eingeführten magnetischen Feldgrößen herstellen.
Bilanz der Energie elektromagnetischer Felder im Vakuum
Mit Hinblick auf das in Abschnitt 2.3 betrachtete gekoppelte magnetomechanische Feldpro-
blem wird an dieser Stelle zusätzlich auf die elektromagnetische Energie- und Impulsbilanz
eingegangen. Der Vollständigkeit halber sei die Sprungbedingung der elektrischen Feldstärke
durch
eklmnlJemK= 0 (2.62)
gegeben. In der lokalen Form der Energiebilanz des elektromagnetischen Feldes im Vakuum
∂
∂t

1
2

ǫ0eqeq +
1
µ0
bq bq

+

1
µ0
eklmel bm

,k
= 0 (2.63)
ist
sk =
1
µ0
eklmel bm (2.64)
der POYNTINGsche Vektor, welcher die Energiestromdichte (flächenbezogener Energiestrom)
quantifiziert [115]. Die elektrische Feldkonstante ǫ0 ≈ 8,85 · 10−12 C V−1 m−1 entspricht der
Permittivität von Vakuum. Da in der Gleichung (2.63) nur die Divergenz des POYNTINGschen
Vektors auftritt, kann zu ihm die Rotation eines beliebigen Vektorfeldes hinzu addiert wer-
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den, ohne die physikalische Bedeutung zu beeinflussen [115]. ERINGEN und MAUGIN weisen
in [64] darauf hin, dass der Energie-Impuls-Tensor beliebig zerlegbar ist und beziehen sich
dabei auf [88, 145, 147, 158]. Bisher ist kein Experiment bekannt, das eine Variante aus
den unendlich vielen Möglichkeiten zur Definition der elektromagnetischen Energiedichte
und des flächenbezogenen Energiestromes als die „einzig Richtige“ bestätigt [71]. Laut JACK-
SON [115] lässt sich unter gewissen Voraussetzungen relativistisch begründet argumentieren,
dass die Gleichung (2.64) eindeutig ist. Neben einigen weiterführenden Bemerkungen zu al-
ternativen Formulierungen gibt BACKHAUS in [6] die folgenden drei Argumente für den hier
verwendeten flächenbezogenen Energiestrom an.
(i) „Nur die Poynting’sche Beschreibung ist eichinvariant, d. h. unabhängig von der Wahl
der Potentiale.“
(ii) „Energiestromdichte und Impulsdichte hängen über den relativistischen Energie-Im-
puls-Tensor miteinander zusammen. [. . .]“
(iii) „Ändere man die Energiedichte, dann ergäben sich bei Strahlungsphänomenen Wider-
sprüche zur Energieerhaltung.“
Mit dem POYNTINGschen Vektor ist die Anschauung verknüpft, dass zum Beispiel die Ener-
gie eines stromdurchflossenen Leiters nicht im Leiter selbst, sondern um ihn herum trans-
portiert wird sowie die Energie beim Aufladen eines Plattenkondensators ebenfalls von der
Umgebung her zwischen die Platten fließt [6].
Bilanz des Impulses elektromagnetischer Felder im Vakuum
Die Impulsdichte gk des elektromagnetischen Feldes gleicht dem mit dem Quadrat der Aus-
breitungsgeschwindigkeit des Lichtes im Vakuum c dividierten flächenbezogenen Energie-
strom (2.64)
gk = ǫ0eklmel bm , (2.65)
wobei der Zusammenhang ǫ0 =
1
µ0c
2 gilt [71, 115]. Der symmetrische MAXWELL-Spannungs-
tensor
σM
kl
= ǫ0ekel +
1
µ0
bk bl −
1
2

ǫ0eqeq +
1
µ0
bq bq

δkl (2.66)
ist in der lokalen elektromagnetischen Impulsbilanz
∂gl
∂t
−σM
kl ,k = 0 (2.67)
die negative Impulsstromdichte. Wie die Energiebilanz (2.63) des elektromagnetischen Fel-
des im Vakuum, lassen sich ebenfalls die Impulsbilanz (2.67) und damit auch die Impuls-
dichte (2.65) sowie die MAXWELLsche Spannung (2.66) aus den MAXWELLschen Gleichun-
gen (2.57) herleiten [64].
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Bilanz des Drehimpulses elektromagnetischer Felder im Vakuum
Im Vakuum ist die Bilanz des Drehimpulses elektromagnetischer Felder identisch erfüllt, da
der MAXWELL-Spannungstensor symmetrisch ist.
Transformationen bezüglich der Referenzkonfiguration
Die angegebenen Feldgleichungen (2.58 a) und (2.58 b) sowie die Beziehung (2.61) gelten in
der Momentankonfiguration B. Für die anschließende Formulierung von konstitutiven Bezie-
hungen und die Implementierung des magnetomechanischen Feldproblems ist es vorteilhaft,
die magnetischen Größen und Gleichungen auf die Referenzkonfiguration B0 zu beziehen.
Mit dem Zusammenhang zwischen den Flächenelementen gemäß der Gleichung (2.7) ist aus
der globalen Form der Gleichung (2.58 a) die Transformation
BK = J F
−1
Kl
bl (2.68 a)
herleitbar. Aus dem Linienintegral der globalen Form der Gleichung (2.58 b) folgt mit den
Gleichungen (2.3) und (2.4)
HK = FlKhl (2.68 b)
und analog zur Gleichung (2.68 a)
JK = J F
−1
Kl
jl . (2.68 c)
Die Transformation des Magnetisierungsvektors ist anhand der Gleichung (2.61) motiviert
und erfolgt entsprechend zur magnetischen Feldstärke [31]
MK = FlKml . (2.68 d)
Die durch die Gleichung (2.68) festgelegten Transformationsbeziehungen werden beispiels-
weise in [31, 33, 55, 109, 169, 178, 210] verwendet.
In der Literatur finden auch davon abweichende Beziehungen Anwendung [62 – 66, 131, 133,
146]. ERINGEN und MAUGIN wählen anstelle von den durch die Gleichung (2.68) festgelegten
Transformationen
BK = FlK bl , (2.69 a)
HK = J F
−1
Kl
hl , (2.69 b)
JK = J F
−1
Kl
jl und (2.69 c)
MK = J F
−1
Kl
ml . (2.69 d)
Im Anhang A werden die Transformationsbeziehungen (2.68 a) und (2.68 b) sowie (2.69 a)
und (2.69 b) mit alternierenden Differentialformen hergeleitet. Darüber hinaus erfolgt der
Nachweis, dass beiden Beschreibungsweisen die gleiche magnetische Energiedichte zugeord-
net ist. Durch die Wahl der magnetischen Flussdichte als konstitutiv unabhängige Variable
stehen drei verschiedene Möglichkeiten zur Formulierung konstitutiver Beziehungen des ge-
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koppelten magnetomechanischen Feldproblems zur Verfügung, siehe Unterabschnitt 2.3.2.
Zum einen mit der Flussdichte der Momentankonfiguration, zum anderen mit den auf die
Referenzkonfiguration bezogenen Größen aus den Beziehungen (2.68 a) oder (2.69 a). Die
zugehörigen Potentiale sind äquivalent zueinander. Demnach lässt sich schlussfolgern, dass
die Wahl der unabhängigen Variable keine Aussage über die Richtigkeit der abgeleiteten
Materialgleichungen zulässt. Eine Entscheidung über die Gültigkeit der zugehörigen konsti-
tutiven Beziehungen ist auf experimentelle Ergebnisse zu stützen. Gegebenenfalls führt die
eine oder die andere Wahl zu einer einfacheren mathematischen Struktur der zugehörigen
Materialgesetze. Die nachfolgende Modellbildung basiert auf den Beziehungen (2.69).
Für stationäre magnetische Probleme ergeben sich die Feldgleichungen (2.58) mit Bezug zur
Referenzkonfiguration B0 entsprechend der Gleichung (2.68) unter Erhaltung ihrer mathe-
matischen Struktur. Eine äquivalente Aussage ist unter Verwendung der Gleichung (2.69)
nicht möglich. Dies führt jedoch nicht zu Schwierigkeiten, da die Feldgleichungen hier in der
Momentan- und nicht in der Referenzkonfiguration gelöst werden.
Die Verknüpfungsgleichung (2.61) weist durch ihre auf die Referenzkonfiguration bezogene
Form gemäß der Gleichung (2.68)
BK = µ0JC
−1
K L
(HL +ML) (2.70)
beziehungsweise mit der Transformation (2.69)
BK = µ0
CK L
J
(HL +ML) (2.71)
keine Invarianz bezüglich des Konfigurationswechsels auf.
Kleine Deformationen
Für den Sonderfall von kleinen Deformationen sind die magnetischen Feldgrößen der Refe-
renz- und der Momentankonfiguration mit den Zusammenhängen (2.13 b) und (2.14) un-
abhängig von der zugrunde gelegten Transformationsvorschrift nahezu identisch. Eine Un-
terscheidung zwischen EULERschen und LAGRANGEschen Größen ist in diesem Fall nicht not-
wendig. Es sei darauf hingewiesen, dass in der Definition von kleinen Deformationen auch
die Starrkörperrotationen voraussetzungsgemäß klein sind. Der Fall kleiner Verzerrungen,
jedoch Rotationen endlicher Größe, ist eine Verallgemeinerung und führt nicht zu der ange-
sprochenen Invarianz der magnetischen Feldvariablen bezüglich eines Konfigurationswech-
sels. Vielmehr verbleibt in diesem Fall ein Unterschied, begründet durch finite Rotationen,
bestehen.
2.2.2 Konstitutive Beziehungen
Alle Substanzen besitzen bedingt durch ihren atomaren Aufbau gewisse magnetische Eigen-
schaften, lediglich im Vakuum ist mk = 0 exakt erfüllt. Laut KITTEL sind dafür prinzipiell drei
Ursachen vorhanden. Neben dem Spin der Elektronen zählen ihr Bahndrehimpuls bei der
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Bewegung um den Atomkern sowie die Änderung des Bahndrehimpulses durch ein äußeres
Magnetfeld dazu [134]. In einem klassischen System, welches sich in einem thermischen
Gleichgewichtszustand befindet, ist Magnetismus nicht ohne die Quantenmechanik erklär-
bar [64, 71, 88].
Materialien sind durch ihre magnetischen Eigenschaften verschiedenen Gruppen zuorden-
bar. Diamagnetische Substanzen besitzen eine negative magnetische Suszeptibilität χ < 0.
Dabei ist die Suszeptibilität im einfachsten Fall, für lineares und isotropes Verhalten, durch
das Verhältnis der Beträge des Magnetisierungs- und des magnetischen Feldstärkevektors
festgelegt [64]. Zu den diamagnetischen Materialien sind unter anderem die üblicherweise
als nicht magnetisch angesehenen Stoffe wie Holz, Glas, Inertgase und Wasser zu zählen [9].
Paramagnetische Eigenschaften mit einer positiven Suszeptibilität χ > 0 besitzen zum Bei-
spiel Sauerstoff, Platin und Lithium. Weiterhin zählen zu den Stoffen mit χ > 0 ferro-, ferri-
und antiferromagnetische Materialien. Sie zeichnen sich durch magnetische Ordnungen aus.
Eisen, Cobalt und Nickel sind typische ferromagnetische Substanzen. Ausführliche Darstel-
lungen zu den Charakteristiken magnetischer Materialien und deren Ursachen sind beispiels-
weise in [28, 118, 134] zu finden. Im allgemeinen Fall ist der Zusammenhang zwischen den
magnetischen Feldvariablen nichtlinear und anisotrop.
Matrixmaterial
Das Matrixmaterial, der im Mittelpunkt dieser Arbeit stehenden Verbundwerkstoffe, sei mit
hinreichend guter Näherung nicht magnetisierbar. Es verhält sich demnach magnetisch wie
Vakuum und ist durch die konstitutive Beziehung
mk = 0 (2.72)
charakterisiert. Für das zu betrachtende polymere Matrixmaterial ergibt sich aus der Glei-
chung (2.61)
bk = µ0hk . (2.73)
Magnetisierbare Partikel
Im Gegensatz zu der polymeren Matrix sind die magnetischen Eigenschaften der eingebet-
teten Partikel für die zu untersuchenden Effekte relevant und neben geometrischen Para-
metern ausschlaggebend für das magnetisch steuerbare Verhalten der MRE. Die annähernd
sphärischen Partikel des Carbonyleisenpulvers (CIP) CC von BASF, siehe Abbildung 2.4 (a),
besitzen einen Eisenanteil von mehr als 99,5 %. Ihr mittlerer Durchmesser beträgt laut Her-
stellerangaben d = 5µm. Die verwendete Abkürzung CIP entstammt der englischen Bezeich-
nung „carbonyl iron powder“. In der Abbildung 2.4 (b) sind die Ergebnisse einer mit Laserdif-
fraktometrie durchgeführten Partikelgrößenanalyse, anhand der auf das Volumen bezogenen
Summenverteilung Q3 und der logarithmischen Dichteverteilung q
∗
3, dargestellt. Die unter-
suchten Partikel sind als Mehrdomänenteilchen anzusehen. Als Ganzes betrachtet besitzen
sie im feldfreien Raum kein magnetisches Moment. Untersuchungen an CIP weisen auf die
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guten magnetischen Eigenschaften hin, wie eine hohe Permeabilität und geringe hystereti-
sche Verluste [154].
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Abbildung 2.4: Carbonyleisenpulver CC von BASF: (a) rasterelektronenmikroskopische Aufnahme einzelner
Partikel [101] und (b) monomodale Partikelgrößenverteilung mit der Summenverteilung Q3 und der logarith-
mischen Dichteverteilung q∗3 [102].
Die experimentelle Charakterisierung des Magnetisierungsverhaltens erfolgte mittels eines
„vibrating sample magnetometer“ (VSM) [118] von Lake Shore. Da keine Magnetisierungs-
kurve eines einzelnen Partikels vorhanden ist, erfolgt die phänomenologische Modellierung
des magnetischen Materialverhaltens durch die Messwerte des Pulvers. Eine Erläuterung zur
Auswertung der VSM-Messung ist im Anhang B zu finden. In den Abbildungen 2.5 (a) und (b)
sind die aufbereiteten Messdaten durch schwarze Kreuze dargestellt. Die gemessene Magneti-
sierungskurve nähert sich für große Feldstärken asymptotisch der Sättigungsmagnetisierung
an und weist eine vernachlässigbare Hysterese auf. Das zu modellierende Verhalten ist dem-
nach nichtlinear, jedoch reversibel. Da der Einfluss mechanischer Felder auf das magnetische
Materialverhalten aus der VSM-Messung nicht hervorgeht, ist an dieser Stelle eine geeignete
Annahme zu treffen. Nachfolgend gilt die Hypothese, dass die für das magnetische Feldpro-
blem abgeleiteten konstitutiven Beziehungen für die Verknüpfung der auf die Referenzkonfi-
guration B0 bezogenen magnetischen Feldgrößen BK , HK und MK gelten.
Für die phänomenologische Modellierung des nichtlinearen Magnetisierungsverhaltens wer-
den nachfolgend die LANGEVIN-Funktion sowie die ISING-Relation verwendet. Nach SMITH
lassen sich beide Beziehungen physikalisch motivieren [203]. Die Magnetisierung MK ist zum
einen als Funktion der magnetischen Feldstärke HK und zum anderen in Abhängigkeit der
magnetischen Flussdichte BK ausdrückbar. Aus der in dieser Arbeit unterstellten Isotropie des
magnetischen Materialverhaltens folgt
MK
M
=
HK
H
=
BK
B
, (2.74)
wobei M = |MK |, H = |HK | und B = |BK | die Beträge der auf B0 bezogenen Magnetisie-
rung, magnetischen Feldstärke und Flussdichte kennzeichnen. Mit der Wahl der materiellen
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magnetischen Feldstärke HK als unabhängige Variable liefert die LANGEVIN-Funktion
M(H) = M HS

coth
 
δHH

− 1
δHH

(2.75 a)
einen geeigneten Ansatz MK = M(H)
HK
H
zur Approximation der Magnetisierungskurve in der
Abbildung 2.5 (a). Die zwei zu bestimmenden Parameter ergeben sich mit einem nichtlinea-
ren Optimierungsverfahren als die Sättigungsmagnetisierung M HS = 8,41 · 105 A m−1 und der
Skalierungsparameter δH = 2,18 · 10−5 m A−1.
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Abbildung 2.5: Magnetisierungsverhalten des CIP CC von BASF: (a) M1(H1) Messdaten, LANGEVIN-Funktion
und lineares Modell aus [205] sowie (b) M1(B1) Messdaten, ISING-Relation und lineares Modell aus [207].
Die zweite abhängige Feldgröße BK ist aus der Verknüpfungsgleichung (2.71) durch
BK = µ0
CK L
J

1+
M(H)
H

HL (2.75 b)
bestimmbar. Für vom Betrag her kleine magnetische Feldstärken führt die Linearisierung von
Gleichung (2.75 a) auf
M = χH mit χ =
M HS δ
H
3
. (2.76 a)
Es folgt der magnetisch lineare Zusammenhang
BK =µ0
CK L
J
µrHL , (2.76 b)
worin µr = χ+1= 7,11 die relative Permeabilität ist. Zusätzlich zu den Messwerten beinhal-
tet die Abbildung 2.5 (a) die Approximation durch die LANGEVIN-Funktion (2.75 a) sowie de-
ren Linearisierung (2.76 a). Das lineare Modell mit der konstanten relativen Permeabilität µr
ergibt bis zu einer magnetischen Feldstärke von circa 40 kA m−1 akzeptable Ergebnisse.
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Als zweites Modell sei die ISING-Relation durch
M(B) = M BS tanh
 
δBB

(2.77 a)
gegeben, worin die magnetische Flussdichte die unabhängige Variable ist. Eine Parameter-
identifikation anhand der Messdaten in der Abbildung 2.5 (b) ergibt die beiden gesuchten
Werte M BS = 8,68 · 105 A m−1 und δB = 0,88 T−1. Aus der Verknüpfungsgleichung (2.71) folgt
HL =

1
µ0
JC−1
K L
− M(B)
B
δK L

BK (2.77 b)
für die magnetische Feldstärke HL . Für betragsmäßig kleine Werte der magnetischen Fluss-
dichte liefert die Linearisierung der Beziehung (2.77 a)
M = χBB mit χB = M BS δ
B =
µr − 1
µ0µr
, (2.78 a)
womit der bezüglich der magnetischen Feldgrößen lineare Zusammenhang
HL =

1
µ0
JC−1
K L
−χBδK L

BK , (2.78 b)
angebbar ist. Die in der Gleichung (2.78 a) eingeführte Proportionalitätskonstante χB ergibt
sich zu χB = 7,67 · 105 A T−1 m−1. In der Abbildung 2.5 (b) sind neben den Messwerten das
nichtlineare ISING-Modell sowie dessen Linearisierung dargestellt. Das lineare Modell stellt
bis circa 400 mT eine hinreichend gute Näherung dar.
Im Vergleich zur LANGEVIN-Funktion (2.75 a) ist die ISING-Relation (2.77 a) analytisch in-
vertierbar. Dies geht mit einem reduzierten Rechenaufwand bei der numerischen Lösung
entsprechender RWA einher, da eine iterative Lösung, der das Materialverhalten beschrei-
benden Gleichung im Falle der ISING-Relation, entfällt. Die modellbedingte Abweichung der
ermittelten Sättigungsmagnetisierungen M HS und M
B
S ist kleiner als 3 %. Als weiterer Model-
lierungsansatz sei an dieser Stelle die FRÖLICH-KENNELLY-Beziehung [77, 118, 130] genannt.
Eine Approximation der vorhandenen Messdaten mit diesem Modell liefert keine zufrieden-
stellenden Ergebnisse.
Die bestimmten Parameter besitzen Unsicherheiten und weichen von tabellierten Werten
ab. Vergleichsweise quantifiziert BOZORTH in [28] die Anfangspermeabilität von gepress-
tem CIP mit 40 % Luft- und Füllstoffanteil auf µr = 20. Ein ähnlicher Wert von µr ≈ 21
ist in [4] angegeben. Fast doppelt so große Werte von µr = 35 bis 38 sind für das CIP SQ
von BASF in [199] zu finden. Auch die in der Literatur angegebene Sättigungsmagnetisie-
rung von circa 1,4 · 106 A m−1 übersteigt die identifizierten Parameter M HS und M BS [4, 199,
233]. Ein quantitativ nicht abschätzbarer Einfluss ist damit verbunden, dass das durch die
VSM-Messung charakterisierte Pulver, auch im stark verdichteten Zustand, einen gewissen
Anteil Luft enthält. Entsprechend dieser Feststellung ist die reale Magnetisierung der einzel-
nen Partikel stärker ausgeprägt zu erwarten, als es den experimentell zugänglichen Werten
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entnommen werden kann. Die synthetische Beschichtung der Partikel, welche eine bessere
Bindung im polymeren Matrixmaterial gewährleisten soll, hat ebenfalls einen Einfluss auf
das magnetische Verhalten des Pulvers. Die nicht magnetisierbare Umhüllung einzelner Par-
tikel liefert einen Anteil zum Probenvolumen und verringert somit die aus dem magnetischen
Moment berechnete Magnetisierung. Beide Argumente sind auch bei den Untersuchungen in
[75] für Abweichungen von theoretisch erwarteten Werten angeführt. Des Weiteren ist nicht
gesichert, dass Starrkörperbewegungen einzelner Partikel während der Messung im VSM aus-
geschlossen sind. Eine statistische Sicherheit ist den Messwerten nicht zuzuschreiben, da die
Magnetisierungskurve der Vermessung einer einzigen Probe entstammt.
2.2.3 Potentialformulierungen
Zur Lösung der partiellen Differentialgleichungen (2.58) bieten sich unterschiedliche Poten-
tialformulierungen an. Mit ihnen lässt sich der vorhandene Berechnungsaufwand erheblich
reduzieren [137]. Die mathematische Struktur der stationären Feldgleichungen ermöglicht
es, Ansätze zu wählen, welche eine der beiden Gleichungen von vornherein identisch erfüllen.
Schließlich erfolgt die Lösung der verbleibenden Gleichung für das gewählte Potential. Im
folgenden wird das magnetische Vektor- sowie das magnetische Skalarpotential behandelt.
Vektorpotential
Die Rotation des magnetischen Vektorpotentials ak ist mittels
bk = eklmam,l (2.79)
festgelegt. Durch diese Wahl ist die Gleichung (2.58 a) automatisch erfüllt. Um ein Vektor-
feld vollständig festzulegen, sind neben der Kenntnis dessen Rotors auch die Divergenz vor-
zuschreiben. Aus der Gleichung (2.79) lässt sich ak bis auf den Gradienten eines Skalarfeldes
bestimmen. Um in Hinblick auf die anzuwendenden numerischen Lösungsverfahren eindeu-
tige Ergebnisse für das Vektorpotential zu erzielen, ist eine zusätzliche Bedingung notwendig.
Für die FEM ist die COULOMB-Eichung
ak,k = 0 (2.80)
die am häufigsten verwendete Eichbedingung [137]. Aus der Gleichung (2.80) und der
Sprungbedingung (2.59 a) ergibt sich, dass sowohl die Tangential- als auch die Normalkom-
ponente des Vektorpotentials und somit das Vektorpotential selbst über eine Sprungfläche
hinweg stetig ist
JakK= 0 auf SS . (2.81)
Unter der Annahme von linearem, isotropem und homogenem Materialverhalten gemäß der
Gleichung (2.76 b), folgt aus der verbleibenden Feldgleichung (2.58 b) zusammen mit der
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Eichbedingung (2.80) die zu lösende POISSON-Gleichung
ak,qq = −µ0µr jk . (2.82)
Als wesentliche RB ergibt sich aus der Gleichung (2.81)
ak = âk auf ∂Ba (2.83)
und die natürliche RB folgt aus Gleichung (2.60 b) zu
aq,k − ak,q
µ0µr
nq = −k̂k auf ∂Bk . (2.84)
Gemäß der Abbildung 2.6 (a) gilt für die stationäre magnetische RWA neben der zu lösenden
Feldgleichung (2.82) der Zusammenhang ∂Ba ∪ ∂Bk = ∂B und ∂Ba ∩ ∂Bk = ∅ für jede
Koordinatenrichtung.
a = â
j
B
k̂
∂Ba
∂Bk
x1x3
x2
(a)
ω= ω̂
B
∂Bη
∂Bω
η̂
x1x3
x2
(b)
Abbildung 2.6: Schematische Darstellung der natürlichen und wesentlichen RB für: (a) stationäres magneti-
sches Feldproblem mit Vektorpotential und (b) stationäres magnetisches Feldproblem mit Skalarpotential.
Die numerische Lösung linearer und nichtlinearer RWA erfolgt mit der FEM beziehungs-
weise der XFEM. Durch die Assemblierung von knotenbasierten Elementen ergibt sich die
Gleichheit der primären Feldvariablen benachbarter finiter Elemente (FE) entlang gemeinsa-
mer Grenzen. Folglich ist die Tangentialableitung des Vektorpotentials stetig und damit die
Sprungbedingung (2.59 a), bedingt durch den Ansatz (2.79), erfüllt. Für die Sprungbedin-
gung (2.60 a) der magnetischen Feldstärke kann an dieser Stelle keine äquivalente Aussage
getroffen werden.
Im allgemeinen dreidimensionalen Fall sind durch die im Gebiet zu erfüllende Eichbedin-
gung (2.80) weitere RB vorzuschreiben [21, 201, 209]. Da in der vorliegenden Arbeit aller-
dings die numerische Lösung von zweidimensionalen Problemen im Vordergrund steht, wird
hier nicht näher darauf eingegangen. Für ebene stationäre magnetische Feldprobleme, die
homogen in der x3-Richtung sind, genügt das Vektorpotential mit a1 = a2 = 0 zur Beschrei-
bung. Es verbleibt lediglich die zu bestimmende Koordinate a3. Da in der dritten Richtung
keine Gradienten auftreten, ist die Eichbedingung (2.80) automatisch erfüllt und muss nicht
gesondert bei der Lösung von stationären magnetischen RWA berücksichtigt werden.
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Skalarpotential
Eine zweite Variante zur Vereinfachung der zu lösenden Gleichungen ist mit dem magneti-
schen Skalarpotential ω durch den Zusammenhang
hk = −ω,k (2.85)
gegeben. Mit dieser Wahl ist automatisch der homogene Teil der Feldgleichung (2.58 b) er-
füllt. Es ist ebenfalls möglich, das magnetische Skalarpotential zu verwenden, wenn Gebie-
te mit erregenden Stromdichten von Interesse sind. Dafür müssen die Stromverteilungen
gewissen Bedingungen genügen, welche beispielsweise in [137, 152] aufgeführt sind. Der
Einfachheit halber wird sich nachfolgend bei der Verwendung des magnetischen Skalarpo-
tentials nur auf den homogenen Teil von Gleichung (2.58 b) bezogen und damit die Forde-
rung stromfreier Gebiete mit jk = 0 gestellt. Mit dem Ansatz (2.85) und unter der Annahme
von linearem, isotropem und homogenem Materialverhalten nach Gleichung (2.76 b) ist die
Gleichung (2.58 a) in die LAPLACE-Gleichung
ω,qq = 0 (2.86)
überführbar. Aus der Bedingung, dass das magnetische Skalarpotential stetig sein muss
JωK = 0 auf SS , (2.87)
lassen sich die wesentliche RB
ω= ω̂ auf ∂Bω (2.88)
und aus der Gleichung (2.59 b) die natürliche RB
−µ0µrω,knk = η̂ auf ∂Bη (2.89)
herleiten. In Analogie zur Formulierung mit dem magnetischen Vektorpotential ist der Zu-
sammenhang ∂Bω ∪ ∂Bη = ∂B und ∂Bω ∩ ∂Bη = ∅ in der Abbildung 2.6 (b) dargestellt.
Wie auch beim Vektorpotential, ist durch den numerischen Lösungsansatz mittels der FEM
die Tangentialableitung des Skalarpotentials entlang von Element- und Materialgrenzen ste-
tig. Daraus resultiert die korrekte Abbildung der Sprungbedingung (2.60 a) an stromfreien
Sprungflächen. Die Sprungbedingung (2.59 a) der magnetischen Flussdichte ist durch den
gewählten Lösungsansatz im Allgemeinen nicht erfüllt. Dadurch ist nachvollziehbar, dass
sich die numerischen Ergebnisse, basierend auf dem Vektor- und Skalarpotential, vor allem
im Bereich starker Feldgradienten, voneinander unterscheiden können.
Abschließend seien noch die wesentlichen Eigenschaften beider Varianten gegenüberstellend
zusammengefasst. Das magnetische Vektorpotential ist im Zusammenhang mit dem elek-
trischen Skalarpotential für instationäre elektromagnetische Feldprobleme anwendbar. Für
dreidimensionale Aufgabenstellungen sind neben der zu erfüllenden Eichbedingung (2.80)
zusätzliche RB für eine eindeutige Lösung zu formulieren. Im Falle voll gekoppelter magne-
tomechanischer Feldprobleme ist das gesuchte Ergebnis des FE-Gleichungssystems einem
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globalen Minimum zugeordnet. Für eine solche Problemstellung sind effiziente Lösungsalgo-
rithmen anwendbar [152].
Das magnetische Skalarpotential ist auf die Beschreibung stationärer Probleme beschränkt.
Die Anzahl der Freiwerte beträgt im dreidimensionalen Fall nur ein Drittel der des Vektorpo-
tentials. Außerdem ist keine Eichbedingung zu erfüllen. In diesem Zusammenhang entfallen
auch die zur Eichung gehörenden RB. Für voll gekoppelte magnetomechanische Probleme
ist der gesuchte Lösungszustand einem Sattelpunkt zugeordnet, was die Auswahl effizienter
Algorithmen zum Lösen des Gleichungssystems einschränkt [152]. In [208] wird für nicht-
lineares Materialverhalten, bei Verwendung des Skalarpotentials, auf Konvergenzprobleme
während der iterativen Lösung des Systems hingewiesen.
2.3 Gekoppeltes magnetomechanisches Feldproblem
Aufbauend auf den Betrachtungen zum mechanischen Feldproblem in Abschnitt 2.1 sowie
dem stationären magnetischen Feldproblem in Abschnitt 2.2 steht nachfolgend das gekop-
pelte magnetomechanische Problem im Mittelpunkt. Einige Auszüge des vorliegenden Ab-
schnittes sind in [207] veröffentlicht. Dabei dient das mikroskopisch motivierte und durch
Methoden der statistischen Mechanik hergeleitete Modell nach DE GROOT und SUTTORP als
Grundlage [88]. HUTTER et al. bezeichnen es im Kapitel 3 von [109], in welchem verschiede-
ne Modelle zu elektromagnetomechanischen Wechselwirkungen gegenübergestellt und mit-
einander verglichen werden, als „physikalisch richtigen Ansatz“. Die im Unterabschnitt 2.2.1
angesprochene Variantenvielfalt bezüglich der Festlegung eines elektromagnetischen Ener-
giestromdichtevektors in Zusammenhang mit dem Energie-Impuls-Tensor sowie zusätzlich
die unterschiedlichen Möglichkeiten für den Bezug der magnetischen Feldvariablen auf eine
Referenzkonfiguration sind als Ursache für die verschiedenen in der Literatur zu findenden
Modellansätze aufzuführen. In der grundlegenden Anforderung, gleiche globale Lasten, also
resultierende Kräfte und Momente, auf einen im Magnetfeld befindlichen Körper zu liefern,
müssen alle Modelle übereinstimmen. Für das in dieser Arbeit gewählte Modell erfolgt der
zugehörige Nachweis an zwei Beispielen in den Unterabschnitten 3.6.3 und 3.6.4. Eine ex-
perimentell gestützte Untersuchung, mit Bezug auf die Wirkung unterschiedlicher Modellie-
rungsansätze der elektromagnetischen Kraftdichte, ist in [181, 182] zu finden und bestätigt
die oben getroffene Aussage.
Nachfolgend seien Effekte, die aus elektrischen Ladungen, Verschiebungsstromdichten und
elektrischer Polarisation hervorgehen, als vernachlässigbar anzusehen. Bei der Angabe der
Bilanzgleichungen wird sich auf lokale Aussagen beschränkt, die an gegebener Stelle um die
zugehörigen Sprungbedingungen ergänzt sind.
Die magnetomechanische Kopplung wird durch das gemeinsame Auftreten magnetischer und
mechanischer Größen in den entsprechenden Bilanzgleichung ausgedrückt. Ändert sich bei-
spielsweise die Gestalt eines magnetisierten Körpers, so hat dies Auswirkungen auf das inne-
re und umgebende magnetische Feld. Diese Abhängigkeit der magnetischen Feldgrößen von
der Konfiguration ist in den zu lösenden stationären magnetischen Gleichungen (2.58) im
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Unterabschnitt 2.2.1 bereits beinhaltet. Aus den magnetischen Feldgrößen resultieren Last-
verteilungen, die sich als elektromagnetische Kraft- und Momentendichte in der Impuls- und
Drehimpulsbilanz wiederfinden. Ein materieller Kopplungseffekt ist in den entsprechenden
thermodynamisch konsistenten konstitutiven Beziehungen zu berücksichtigen und abzubil-
den. GALIPEAU und PONTE CASTAÑEDA schreiben in [80]: „[. . .] the governing equations of
magnetoelasticity are well understood; however, the development of constitutive models for
specific magnetoelastic materials is quite difficult and still a largely open problem.“
2.3.1 Feldgleichungen
Die Massenbilanz (2.18) und die aus ihr ableitbare Kontinuitätsgleichung (2.19) bleiben bei
auftretenden magnetischen Feldgrößen unverändert.
Bilanz des gesamten Impulses
Der Einfluss eines elektromagnetischen Feldes ist in der Gleichgewichtsbedingung
σkl ,k + f
m
l
+̺ fl = 0 (2.90)
durch die elektromagnetische Kraftdichte
f m
k
= eklm jl bm + bl ,kml (2.91)
enthalten [64, 88]. Nach DE GROOT und SUTTORP ist f m
k
eine langreichweitige Kraftdichte-
wirkung. Sie geht aus einer nicht relativistischen Betrachtung hervor, das heißt, dass in den
Lösungen der mikroskopisch motivierten Gleichungen Terme bis zur Ordnung c−1 enthalten
sind [88]. Kurzreichweitige Kraftdichten sowie Druckterme sind dem Spannungstensor zu-
zuschreiben, sodass in einer kontinuumsmechanischen Beschreibung nur f m
k
als relevanter
Quellterm verbleibt [64]. Des Weiteren sind in der Unterteilung in lang- und kurzreichweitige
Wechselwirkungen Möglichkeiten zu unterschiedlichen Modellansätzen zu sehen [64]. In der
Gleichung (2.90) steht σkl weiterhin für die Koordinaten des CAUCHYschen (mechanischen)
Spannungstensors. Mit den magnetischen Feldgleichungen (2.58) und der Beziehung (2.61)
lässt sich zeigen, dass die elektromagnetische Kraftdichte f m
k
durch die Divergenz der ma-
gnetischen Spannung
σm
kl
=
1
µ0
bk bl −
1
2
1
µ0
bq bqδkl
︸ ︷︷ ︸
σM
kl
−bkml + bqmqδkl (2.92)
ausdrückbar ist. Die ersten beiden Summanden in der Gleichung (2.92) sind der MAXWELL-
Spannung σM
kl
zuzuordnen, welche hier im Vergleich zur Gleichung (2.66) keine elektrischen
Feldgrößen enthält. Hinzu kommen bei der magnetischen Spannung σm
kl
Terme, die von
den materiellen Eigenschaften, also von der Magnetisierung mk, abhängen. Die magnetische
Spannung entspricht der Impulsstromdichte eines magnetischen Feldes. Aus der Divergenz
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der Gleichung (2.92) ist die Gleichgewichtsbedingung (2.90) in
 
σkl +σ
m
kl

,k
+̺ fl = σ
ges
kl ,k +̺ fl = 0 (2.93)
überführbar. Die Summe aus mechanischer und magnetischer Spannung ergibt die Gesamt-
spannung
σ
ges
kl
= σkl +σ
m
kl
. (2.94)
Dabei ist anzumerken, dass diese Aufteilung durch die bereits angesprochenen Gründe nicht
eindeutig ist.
Die rein mechanische Sprung- beziehungsweise Randbedingung (2.27) geht für das gekop-
pelte magnetomechanische Feldproblem in
Jσges
kl
Knk + pl = 0 auf SS und (2.95 a)
σ
ges
kl
nk = p̂l auf ∂Bp (2.95 b)
über. Diese beiden Bedingungen gelten unabhängig von der gewählten Aufteilung der Ge-
samtspannung, beispielsweise in einen mechanischen und magnetischen Anteil gemäß der
Gleichung (2.94), nicht für jeden Anteil separat, sondern stets für deren Summe. Die effek-
tive Flächenkraft p̂k beinhaltet an dieser Stelle neben kinetischen Wechselwirkungen mit der
Umgebung auch Beiträge der magnetischen Feldgrößen. Erneut gelten die Zusammenhänge
∂Bp ∪ ∂Bu = ∂B und ∂Bp ∩ ∂Bu =∅ für jede Koordinatenrichtung.
Bilanz des gesamten Drehimpulses
Durch die unter den getroffenen Annahmen zum Modell gehörige elektromagnetische Mo-
mentendichte
cm
k
= eklmml bm (2.96)
geht aus der Bilanz des gesamten Drehimpulses
eklmσ
ges
lm
= eklmσlm + c
m
k
= 0 (2.97)
hervor, dass die mechanische Spannung im Allgemeinen unsymmetrisch ist
eklmσlm = eklmmmbl . (2.98)
Der Gesamtspannungstensor ist entsprechend der Gleichung (2.97) stets symmetrisch. Für
eine Proportionalität zwischen der Magnetisierung und der magnetischen Flussdichte, also
magnetisch isotropes Materialverhalten, folgt aus der Gleichung (2.98) die Symmetrie des
mechanischen Spannungstensors.
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Bilanz der inneren Energie und Clausius-Duhem-Ungleichung
Die lokale Bilanz der inneren Energie ergibt sich unter Berücksichtigung der Gleichung (2.90)
zu
̺u̇= σkl vl ,k − qm,m +̺ j −mm ḃm + jmem . (2.99)
Dabei wird der Einfluss eines elektromagnetischen Feldes durch die beiden letzten Summan-
den auf der rechten Seite beschrieben.
Aus der Kombination der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung (2.38) mit der Bilanz der inneren
Energie (2.99) ist die spezifische Wärmequelle j ersetzbar. Dies führt mit der LEGENDRE-
Transformation (2.42) auf die Ungleichung
−̺
 
ψ̇+ Ṫ s

+σkl ḞlM F
−1
Mk
− qk
T
T,k −mm ḃm + jmem ≥ 0 . (2.100)
Auf Grundlage der Relation (2.100) werden anschließend konstitutive Beziehungen abgelei-
tet. Eine Herleitung dieser, auf die Momentankonfiguration B bezogenen Ungleichung, ist
unter anderem auch in [54, 64] zu finden.
2.3.2 Konstitutive Beziehungen
Die folgenden Materialgleichungen werden zuerst für den Fall großer Deformationen abgelei-
tet. Anschließend erfolgt die Angabe eines auf geometrisch linearen Annahmen basierenden
Modells, welches weitgehend mit den Ausführungen aus Kapitel 8 in [64] übereinstimmt. Die
Transformationsbeziehungen (2.68 a) und (2.68 d) beziehungsweise (2.69 a) und (2.69 d)
spielen auch bei kleinen Deformationen eine entscheidende Rolle, da sie bei der Auswertung
der Ungleichung (2.100) Anwendung finden. Nachfolgend wird zuerst die Transformation
nach ERINGEN und MAUGIN gemäß der Gleichung (2.69) verwendet und anschließend das
Resultat basierend auf der Gleichung (2.68) dargestellt.
Die Wahl der konstitutiv unabhängigen Variablen FkL, BM und T kann für unterstelltes iso-
tropes Materialverhalten, ähnlich wie im rein mechanischen Fall mit den Zusammenhän-
gen (2.9 a) und (2.48), durchψ =ψ
 
I C
α
, BK , T

ausgedrückt werden. Durch diesen Ansatz ist
die geforderte materielle Objektivität des Modells gesichert. Mit der Gleichung (2.41) folgt
aus dem Zusammenhang (δkl)
·
=
 
F−1
Mk
FlM
·
= 0
Ḟ−1
Mk
FlM = −F−1Mk ḞlM = −vl ,k (2.101)
und damit für den vorletzten Summanden der mit J > 0 multiplizierten Ungleichung (2.100)
unter Beachtung der Transformationsbeziehungen (2.69)
Jmm ḃm = MM ḂM − Jmk bl F−1Mk ḞlM . (2.102)
Unter der getroffenen Annahme, dass das Materialverhalten unabhängig von der elektrischen
Feldstärke und vom Temperaturgradienten ist, kann die Ungleichung (2.100) in
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−̺

∂ψ
∂FlM
ḞlM +
∂ψ
∂BK
ḂK +
∂ψ
∂T
Ṫ + Ṫ s

+(σkl +mk bl) F
−1
Mk
ḞlM −
1
J
MK ḂK ≥ 0 (2.103 a)
und
−qk
T
T,k+ jkek ≥ 0 (2.103 b)
umgeschrieben werden. Dabei ist anzumerken, dass diese beiden Relationen hinreichend, je-
doch nicht notwendig zur Erfüllung der Beziehung (2.100) sind. In der Ungleichung (2.103 a)
ist die Rate der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie durch ψ̇ = ∂ψ
∂FkL
ḞkL +
∂ψ
∂BM
ḂM +
∂ψ
∂T
Ṫ
ausgedrückt. Durch die Linearität der Ungleichung (2.103 a) in den Raten der unabhängigen
Variablen ḞkL, ḂM und Ṫ lassen sich nach COLEMAN und NOLL [45] die hinreichenden und
notwendigen Bedingungen
σkl +mk bl = ̺FkM
∂ψ
 
I C
α
, BQ, T

∂FlM
, (2.104 a)
mk = −̺FkM
∂ψ
 
I C
α
, BQ, T

∂BM
und (2.104 b)
s = −
∂ψ
 
I C
α
, BQ, T

∂T
(2.104 c)
ableiten. Unter der Voraussetzung der Existenz des Potentials ψ definieren die konstitutiven
Beziehungen (2.104) das gekoppelte magnetomechanische Materialverhalten. Im Folgenden
sind lediglich isotherme sowie reversible Prozesse von Interesse, sodass weitere Diskussionen
der Beziehungen (2.103 b) und (2.104 c) entfallen. Der in der Gleichung (2.104 a) stehende
Ausdruck für ̺FkM
∂ψ
∂FlM
wird nachfolgend als modifizierte mechanische Spannung
Eσkl = σkl +mk bl (2.105)
bezeichnet. Mithilfe des Zusammenhangs (2.105) kann die zur Gleichung (2.94) alternative
Zerlegung der Gesamtspannung
σ
ges
kl
= Eσkl −mk bl
︸ ︷︷ ︸
σkl
+σm
kl
= Eσkl + σ̂kl (2.106)
mit der modifizierten magnetischen Spannung
σ̂kl = σ
m
kl
−mk bl (2.107)
angegeben werden [64]. Durch die Symmetrie der Gesamtspannung σges
kl
= σ
ges
lk
und der
modifizierten magnetischen Spannung σ̂kl = σ̂lk folgt aus Gleichung (2.106), dass die mo-
difizierte mechanische Spannung ebenfalls symmetrisch ist Eσkl = Eσlk.
Um aus den noch allgemeinen Gleichungen (2.104 a) und (2.104 b) konkrete Aussagen für
die modifizierte mechanische Spannung und die Magnetisierung ableiten zu können, ist die
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Angabe der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie ψ notwendig. Im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit wird vorausgesetzt, dass sich ψ über die Beziehung
ψ
 
I C
α
, BK

=ψmag(BK) +ψ
mech
 
I C
α

(2.108)
additiv in einen von der Deformation unabhängigen Teil ψmag sowie in einen von den ma-
gnetischen Feldgrößen unabhängigen Anteil ψmech zerlegen lässt [207]. Im Vergleich zum
polymeren Matrixmaterial sind die magnetisierbaren Partikel sehr steif und die in ihnen auf-
tretenden Verzerrungen, unter technisch leicht zu realisierenden magnetischen und mechani-
schen Belastungen, vernachlässigbar klein. Partikelrotationen und -verschiebungen endlicher
Größe sind jedoch nicht auszuschließen. Die Annahme starrer Partikel, die der analytischen
Beschreibung in [178] zugrunde liegt, ist mit dem hier verfolgten numerischen Lösungsan-
satz nur eingeschränkt abbildbar und nicht als zielführende Annahme festzuhalten. Vielmehr
begründen die als klein zu erwartenden Verzerrungen im magnetisierbaren Material die Eig-
nung des Ansatzes (2.108) für die Partikel. Das Matrixmaterial ist nicht magnetisierbar, so-
dass der magnetische Teil des Potentials für das Elastomer verschwindet und lediglich der
mechanische Anteil verbleibt. Folglich ist das Potential (2.108) ohne Einschränkungen für die
polymere Matrix anwendbar. Ein möglicher Ansatz für ein voll gekoppeltes Materialmodell
ist unter anderem in [33] gegeben. Es ist auf die Abbildung des makroskopischen Material-
verhaltens von beispielsweise MRE ausgerichtet und an dieser Stelle von untergeordnetem In-
teresse. Durch die vorgeschlagene Form der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie, in zwei
voneinander entkoppelte Anteile, können allein durch Deformationen keine Magnetfelder
entstehen. Diese Eigenschaft ist für die betrachteten MRE als qualitativ korrekt zu bewerten.
Magnetische Felder hingegen können sehr wohl Deformationen des Verbundwerkstoffes her-
vorrufen. Dieser Aspekt ist keinem materiellen Kopplungseffekt zuzuschreiben, sondern in
den gekoppelten Bilanzgleichungen beinhaltet.
Magnetischer Anteil des Potentials
Das magnetische Materialverhalten der Partikel ist durch die ISING-Relation (2.77 a)
MK =
M BS
B
tanh
 
δBB

BK
aus Unterabschnitt 2.2.2 abbildbar. Es sei daran erinnert, dass B = |BK | der Betrag der materi-
ellen magnetischen Flussdichte ist und die Transformationsbeziehungen (2.69) Anwendung
finden. Aus der Gleichung (2.77 a) ergibt sich der gesuchte magnetische Anteil des Potentials
durch Integration gemäß des Zusammenhangs (2.104 b) zu
ψmag = −
M BS
̺0δ
B
ln

cosh
 
δBB

. (2.109)
Die Integrationskonstante ist durch die Forderung der Existenz eines existierenden Nullener-
gieniveaus bei verschwindender Flussdichte gleich Null. Die magnetischen Feldvariablen mit
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dem Bezug auf die Momentankonfiguration sind durch
mk =
M BS
B
tanh
 
δBB
 ckl
J
bl und (2.110 a)
hk =

δkl
µ0
−
M BS
B
tanh
 
δBB
 ckl
J

bl (2.110 b)
in Abhängigkeit von bl festgelegt.
Die für kleine magnetische Feldstärken anwendbare lineare Beziehung (2.78 a)
MK = χ
BBK
führt nach einer Integration auf den magnetischen Teil des Potentials
ψmag = − 1
2̺0
χBB2 (2.111)
und auf die abhängigen magnetischen Feldvariablen bezüglich der aktuellen Konfiguration
mk = χ
B ckl
J
bl und (2.112 a)
hk =

δkl
µ0
− χB ckl
J

bl . (2.112 b)
Bei Betrachtung der Gleichungen (2.109) und (2.111) wird deutlich, dass die Differentia-
tion beider Potentiale nach dem Deformationsgradienten FkL Null ergibt und somit keinen
Beitrag zur modifizierten mechanischen Spannung liefert. Der magnetische Anteil ψmag ist,
wie gefordert, unabhängig von der Deformation und lediglich für die Magnetisierung verant-
wortlich. Die Abhängigkeit der Magnetisierung von der Deformation ist durch die Gleichun-
gen (2.110 a) und (2.112 a) festgelegt.
Mechanischer Anteil des Potentials
Das im Unterabschnitt 2.1.3 angegebene neo-HOOKE-Materialmodell ist in der Lage große De-
formationen abzubilden. Ein Vergleich der konstitutiven Beziehungen (2.47) und (2.104 a)
zeigt, abgesehen von den unterschiedlichen verwendeten Spannungsmaßen, deren vollstän-
dige Äquivalenz. Folgerichtig lässt sich für den mechanischen Anteil des Potentials der An-
satz (2.51)
ψmech =
1
2̺0

µ
 
I C1 − ln I C3 − 3

+
λ
2
 
I C3 − ln I C3 − 1


motivieren. Der Fakt, dass ψmech unabhängig von den magnetischen Feldvariablen ist, recht-
fertigt die Verwendung der Bezeichnung einer modifizierten elastischen Spannung für Eσkl,
die zum Beispiel auch in [150] Anwendung findet. Sie ergibt sich wie im rein mechanischen
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Feldproblem aus der Beziehung (2.52)
Eσkl =
1
J

µ (ckl −δkl) +
λ
2
 
I C3 − 1

δkl

.
Alternative Transformation
Erfolgt die Transformation des vorletzten Summanden aus der Ungleichung (2.100) mit der
Beziehung (2.68), so führt dies analog zur Gleichung (2.102) auf
Jmm ḃm = MM ḂM + J
 
ml bk −mq bqδkl

F−1
Mk
ḞlM . (2.113)
Dieser Zusammenhang liefert die konstitutive Beziehung
σkl −ml bk +mq bqδkl = ̺FkM
∂ψ
 
I C
α
, BQ, T

∂FlM
, (2.114)
mit der die symmetrische Spannung
Dσkl = σkl −ml bk +mq bqδkl (2.115)
festgelegt ist. Die modifizierte mechanische Spannung Dσkl , welche ebenfalls als modifizierte
elastische Spannung interpretierbar ist, wird beispielsweise in [31, 55] verwendet. Mit der
Gleichung (2.115) ist eine weitere Zerlegung der Gesamtspannung mittels
σ
ges
kl
= Dσkl +ml bk −mq bqδkl
︸ ︷︷ ︸
σkl
+σm
kl
(2.116)
möglich. Die in diesem Fall verwendete alternative Transformation hat keine Auswirkungen
auf die beiden Potentialanteile ψmag und ψmech, da die im Unterabschnitt 2.2.2 getroffene
Hypothese Gültigkeit behält. Demgegenüber weisen die magnetischen Feldgrößen der Mo-
mentankonfiguration den deformationsabhängigen Term Jc−1
kl
anstelle 1
J
ckl, der in den Glei-
chungen (2.110) und (2.112) vorkommt, auf.
Durch die Gleichungen (2.94), (2.106) und (2.116) stehen drei Varianten zur Aufteilung der
Gesamtspannung zur Verfügung. Für nicht magnetisierbares Material sind alle Aufteilungen
identisch, da die zwei eingeführten modifizierten elastischen Spannungstensoren Eσkl und
Dσkl identisch zur mechanischen Spannung σkl sind. Alle drei magnetischen Spannungen
ergeben in diesem Fall die MAXWELLsche Spannung σM
kl
.
In [150] wird darauf hingewiesen, dass keine Experimente existieren, aus denen die eindeu-
tige Aufteilung und Zuordnung der aus der CAUCHYschen und der magnetischen Spannung
herrührenden Effekte hervorgeht. Dieser Fakt lässt sich ebenfalls auf die eingeführten modi-
fizierten mechanischen und magnetischen Spannungen übertragen.
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Kleine Deformationen
Abweichend von einem linearen Modell im Abschnitt 8.2 von [64] sollen hier kleine Defor-
mationen, jedoch magnetische Felder endlicher Größe, betrachtet werden, sodass ein ma-
gnetisch nichtlineares Modell zum Abbilden von Sättigungseffekten Anwendung findet. Ein
Modell mit ähnlichen Annahmen ist in [80] gegeben. Die Beschreibung des magnetischen
Materialverhaltens basiert an dieser Stelle auf der LANGEVIN-Funktion (2.75 a)
MK = M
H
S

coth
 
δHH

− 1
δHH

BK
B
.
Da sie in Abhängigkeit des Betrages der auf die Referenzkonfiguration bezogenen magneti-
schen Feldstärke H = |HK | gegeben ist, diese allerdings implizit von der magnetischen Fluss-
dichte über H = H(B) abhängt, tritt im magnetischen Teil des Potentials
ψmag = −µ0
̺0

M HS
δH
ln

sinh
 
δHH

δHH

+
1
2
M2(H)

(2.117)
ein bezüglich der Magnetisierung quadratischer Term auf. Mit der gegebenen spezifischen
freien HELMHOLTZ-Energie (2.117) lässt sich aus der konstitutiven Beziehung (2.104 b) und
mit ∂ψ
mag
∂BM
=
∂ψmag
∂H
∂H
∂B
∂B
∂BM
die durch die Gleichung (2.74) geforderte Isotropie bestätigen. Das
magnetische Potential liefert, bedingt durch die Wahl der konstitutiv unabhängigen Variablen,
keinen Anteil zur mechanischen Spannung.
Für kleine Deformationen verhalten sich die modifizierten mechanischen Spannungen Eσkl
beziehungsweise Dσkl nach dem HOOKEschen Gesetz (2.56). Der mechanische Anteil des
Potentials
ψmech
 
Iǫ
α

=

µ+
1
2
λ

 
Iǫ1
2 − 2µIǫ2 (2.118)
ist als Funktion der Invarianten Iǫ
α
des linearisierten Verzerrungstensors ausdrückbar. Für die
Invarianten Iǫ
α
gilt analog zu denen von CK L der Zusammenhang (2.48).
Der vollbrachte Nachweis über die Existenz der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie recht-
fertigt die Verwendung der angegebenen Beziehungen für nachfolgende Analysen.
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Randwertaufgaben
Die im Kapitel 2 betrachteten Systeme partieller Differentialgleichungen sind nur für spezi-
elle Problemstellungen analytisch lösbar. Um das vorgeschlagene Modell für praktisch rele-
vante Aufgaben heranziehen zu können, ist ein numerischer Zugang unumgänglich. In der
vorliegenden Arbeit finden die FEM und die XFEM Anwendung. Die zu lösenden Gleichungs-
systeme werden aus den nachfolgend angegebenen schwachen Formen der zugrunde liegen-
den Bilanzen hergeleitet. Eine Unterteilung des Berechnungsgebietes
B ≈ Bh =
nE⋃
k=1
B
E
k
(3.1)
in nE FE stellt eine Grundidee der FEM dar. Der hochgestellte Index h verdeutlicht den Nä-
herungscharakter des numerischen Verfahrens. In jedem Element erfolgt die Approximation
der primären Feldvariable durch geeignete Ansatzfunktionen im Raum der natürlichen Koor-
dinaten ξ. Die Werte an den Knoten des Berechnungsnetzes sind die Freiwerte des Systems.
Beim Übergang von der schwachen Form zu einem algebraischen Gleichungssystem wird ei-
ne Matrix-Vektor-Notation verwendet. Die Darstellung von Vektoren erfolgt durch einfache
Unterstreichung (·) und die von Matrizen durch doppelte (·). Grundlegende Ausführungen
zur FEM sind unter anderem in [10, 46, 74, 136, 247] enthalten, wohingegen die Bücher [15,
239, 246] auf nichtlineare Problemstellungen ausgerichtet sind.
Dieses Kapitel fasst die Grundlagen zur Lösung nichtlinearer RWA mittels der FEM und XFEM
zusammen, wobei eine Beschränkung auf zweidimensionale ebene Problemstellungen er-
folgt. In den sich anschließenden drei Abschnitten ist die Herleitung der Gleichungssysteme
aus den schwachen Formen des mechanischen, magnetischen und gekoppelten magnetome-
chanischen Feldproblems dargestellt. Mithilfe ausgewählter RWA wird das implementierte
numerische Lösungsverfahren verifiziert und validiert. Abschließend erfolgt die Gegenüber-
stellung der nichtlinearen und linearen Modellierungsansätze anhand zweier Beispielrech-
nungen.
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3.1 Nichtlineare Finite Elemente Methode
3.1.1 Grundzüge der Finiten Elemente Methode
Die Approximation der primären Feldvariable τ innerhalb eines Elementes mit nEK Knoten
erfolgt durch den Ansatz
τh =
nEK∑
i=1
Ni(ξ)τ
E
i
, (3.2 a)
wobei Ni(ξ) und τ
E
i
die zu dem Elementknoten i gehörenden Formfunktionen und Freiwerte
sind. Das Symbol τ steht stellvertretend für die Verschiebung und das magnetische Vektor-
potential. Die Einführung einer Matrix der Formfunktionen N ermöglicht eine kompaktere
Schreibweise der Gleichung (3.2 a)
τh = N ·τE . (3.2 b)
Die Struktur von N ist von der Elementart abhängig, insbesondere von der Anzahl der Kno-
ten nEK und dem gewählten Polynomgrad der Ansatzfunktionen p
E. Der Ortsvektor
xh = N · xE (3.3)
ist innerhalb eines Elementes mit den Knotenkoordinaten xE ebenfalls durch die Formfunk-
tionen N interpolierbar. Diese Annahme entspricht dem isoparametrischen Konzept, bei dem
die Geometrieapproximation eines Elementes analog zur Gleichung (3.2 b) erfolgt. Die aus
der primären Feldvariable τ abgeleitete Größe υ ist allgemein mittels
υh = B · τE (3.4)
berechenbar. Im vorliegenden Fall repräsentiert υ die Verzerrung und die magnetische Fluss-
dichte. Eine Spezifizierung der Ableitungsmatrix B ist in den nachfolgenden Abschnitten für
die unterschiedlichen Feldprobleme aufgeführt. Zur Berechnung der Ableitungsmatrix wird
die JACOBI-Matrix
JE =




∂x1
∂ξ1
∂x2
∂ξ1
∂x1
∂ξ2
∂x2
∂ξ2




=

N1,ξ1 N2,ξ1 · · · NnEK,ξ1
N1,ξ2 N2,ξ2 · · · NnEK,ξ2

·





xE
T
1
xE
T
2
...
xE
T
nEK





(3.5)
benötigt. Sie vermittelt, unter Anwendung der Kettenregel, zwischen den partiellen Ableitun-
gen in natürlichen und physikalischen Koordinaten. Der Spaltenvektor in der Beziehung (3.5)
enthält die ebenen Koordinaten

xE1 x
E
2
T
i
des i-ten Knotens. Auch bei der Berechnung von
Gebiets- und Randintegralen wird die JACOBI-Matrix und deren Determinante
JE = det(JE) (3.6)
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benötigt. Unter der Annahme einer konstanten Abmessung e des Elementes in der dritten
Raumrichtung x3 folgt das Gebietsintegral
∫
BE
(·) dv =
1∫
−1
1∫
−1
(·)eJE dξ1dξ2 (3.7)
eines Elementes bezüglich der natürlichen Koordinaten ξ. Eine analoge Vorgehensweise für
die Berechnung von Randintegralen führt zur Notwendigkeit, die Funktionaldeterminante
des Randes
J Γ =
Ç
x21,ξΓ + x
2
2,ξΓ (3.8)
einzuführen. Dabei bezeichnet ξΓ die natürliche Randkoordinate. Für die Berechnung von
Randintegralen im Raum der natürlichen Koordinaten gilt damit der Zusammenhang
∫
∂BE
(·)da =
∮
ξΓ
(·)eJ Γ dξΓ . (3.9)
Zur Auswertung der Integrale in den Gleichungen (3.7) und (3.9) findet die GAUSS-Quadra-
tur Anwendung.
Motiviert durch die im nachfolgenden Abschnitt beschriebene XFEM-Formulierung werden
in dieser Arbeit viereckige FE verwendet. Die Implementierung beinhaltet bilineare Elemente
mit nEK = 4 Knoten (Q4) sowie Randpunktelemente mit n
E
K = 8 Knoten (Q8). Letztere tragen
im Folgenden die Bezeichnung biquadratische Elemente. Beide Elemente sind im Raum der
natürlichen Koordinaten auf ein Einheitsquadrat mit ξ (−1≤ ξk ≤ 1) abbildbar. Die lokalen
Knotennummern sind in den Abbildungen 3.1 (a) und (b) dargestellt. Dementsprechend las-
sen sich die Formfunktionen für das bilineare Element
N1

ξ

=
1
4
(1−ξ1)(1− ξ2) N3

ξ

=
1
4
(1+ ξ1)(1+ ξ2)
N2

ξ

=
1
4
(1+ξ1)(1− ξ2) N4

ξ

=
1
4
(1− ξ1)(1+ ξ2)
(3.10)
und für das biquadratische Element
N1

ξ

= −1
4
(1−ξ1)(1− ξ2)(1+ ξ1 +ξ2) N5

ξ

=
1
2
(1− ξ21)(1− ξ2)
N2

ξ

= −1
4
(1+ξ1)(1− ξ2)(1− ξ1 +ξ2) N6

ξ

=
1
2
(1+ ξ1)(1− ξ22)
N3

ξ

= −1
4
(1+ξ1)(1+ ξ2)(1− ξ1 −ξ2) N7

ξ

=
1
2
(1− ξ21)(1+ ξ2)
N4

ξ

= −1
4
(1−ξ1)(1+ ξ2)(1+ ξ1 −ξ2) N8

ξ

=
1
2
(1− ξ1)(1− ξ22)
(3.11)
aus [61] entnehmen. Ansatzfunktionen dreieckiger Elemente basieren auf Dreieckskoordi-
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naten. Die in [136] enthaltenen Formfunktionen erster und zweiter Ordnung für geradlinig
berandete Dreieckselemente werden nachfolgend im Abschnitt 4.5 verwendet.
x1x3
x2
ξ2
ξ1
xE4
xE1 x
E
2
xE3
|ξk| ≤ 1
(a)
x1x3
x2
ξ2
ξ1
xE2
xE4 x
E
3
xE1
xE5
xE7
xE8 x
E
6
|ξk| ≤ 1
(b)
Abbildung 3.1: Viereckige ebene FE mit lokalen Knotennummern nach [61]: (a) bilineares Element mit nEK = 4
Knoten und (b) biquadratisches Element mit nEK = 8 Knoten.
3.1.2 Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme
Die in dieser Arbeit betrachteten Gleichungssysteme können nichtlinear sein. Dies ist zum
einen durch eine materielle Nichtlinearität und zum anderen durch die Beschreibung mit
großen Deformationen begründet. Zur Lösung wird mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren
eine iterative Methode verwendet. Gemäß [239] ist die Belastung inkrementell aufzubrin-
gen, da im Gegensatz zu linearen Problemstellungen oft auch die zeitliche Entwicklung der
betrachteten Feldgrößen von Bedeutung ist. Bezeichnen gext die inkrementell vorgeschrie-
bene Belastung und g int das tatsächlich vorhandene Lastniveau, so lässt sich die notwendige
Bedingung
r(τ) = gext − g int(τ) = 0 (3.12)
für ein zu Null verschwindendes Residuum r angeben. Dabei hängen die inneren Lasten g int
und demnach auch das Residuum r nichtlinear von der primären Feldvariable τ ab. Unter der
Annahme, dass die Bedingung (3.12) für den j-ten Iterationsschritt des n-ten Inkrementes
näherungsweise erfüllt ist, folgt aus einer Linearisierung
0= r
 
n, j+1τh

≈ r
 
n, jτh

+
∂r
∂τ




n, jτ
· n, j∆τ= r
 
n, jτh

− n, jK · n, j∆τ (3.13)
die Korrektur der primären Feldvariable
n, j
∆τ= n, jK−1 · r
 
n, jτh

. (3.14)
Die in der Gleichung (3.13) eingeführte Tangentensteifigkeitsmatrix K entspricht einer JACO-
BI-Matrix im endlichdimensionalen Raum der Knotenfreiwerte des Modells. Zusammen mit
dem verbleibenden Residuum ist die aktualisierte primäre Feldgröße n, j+1τh über die Bezie-
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hung
n, j+1τh = n, jτh + n, j∆τ= n, jτh + n, jK−1 · r
 
n, jτh

(3.15)
berechenbar. Im allgemeinen Fall sind mehrere Iterationen notwendig, damit der verblei-
bende Restfehler des Systems, ausgedrückt durch das Residuum r, kleiner als eine vorge-
schriebene Schranke wird. In der Abbildung 3.2 ist die iterative Lösung der Gleichung (3.12)
schematisch dargestellt. Der Verlauf des Residuums verdeutlicht, dass selbst ein relativ klei-
ner Restfehler bei geringen Tangentensteifigkeiten zu relevanten Korrekturen der primären
Feldgröße führen kann. Demnach ist neben der Bedingung an das Residuum ein weiteres
Abbruchkriterium für n, j∆τ empfehlenswert.
n,0K
n,1K
n,2K
n,3K
nr(n,0τh)
nr(n,2τh)
nr(n,3τh) nr(n,4τh)
n,0
∆τ n,1∆τ n,2∆τ n,3∆τ τ
nr(n,1τh)
r(τ)
n,0τh n,1τh n,2τh n,3τh n,4τh
Abbildung 3.2: Iterative Lösung des n-ten Inkrementes eines nichtlinearen skalaren Nullstellenproblems
r(τ) = 0 mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren.
3.2 Grundzüge der erweiterten Finiten Elemente
Methode
Bei der Erstellung von Berechnungsmodellen heterogener Werkstoffe entsteht mit der her-
kömmlichen FEM häufig ein hoher Vernetzungsaufwand. Die XFEM [14, 76] basiert auf der
Verwendung nicht konformer Netze, welche nicht an die innere Struktur, zum Beispiel an
Materialgrenzen oder Risse, anzupassen sind. An dieser Stelle wird die Implementierung
von [129, 162] übernommen, wobei nachfolgend nur die wesentlichen Grundlagen der Me-
thode zusammengefasst sind. Für darüber hinausgehende Ausführungen sei neben den zu-
vor genannten Dissertationen und der darin zitierten Fachliteratur hauptsächlich auf [128,
205] verwiesen. Der Ursprung der XFEM liegt in der Modellierung einer sprunghaften Ände-
rung (starke Unstetigkeit) der primären Feldvariable, wie sie beispielsweise bei einem Riss
auftritt [52, 157]. Ein Knick (schwache Unstetigkeit) im Verlauf der primären Feldvariable,
hervorgerufen durch eine sprunghafte Änderung der Materialeigenschaften, ist Bestandteil
der Arbeiten [16, 127, 156, 216].
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In der Abbildung 3.3 (a) ist exemplarisch ein regelmäßiges Berechnungsgitter dargestellt,
wobei die von der roten Materialgrenze geschnittenen und in blau dargestellten Elemente
als erweiterte finite Elemente (XFE) zu identifizieren sind. In einem solchen XFE erfolgt eine
Erweiterung der herkömmlichen FE-Approximation (3.2 a) durch eine lokale Anreicherung
τh =
nEK∑
i=1
Ni

ξ
  
τE
i
+ τ∗
i
F(Ξ)

, (3.16)
die es ermöglicht, Unstetigkeiten der primären Feldvariable τ abzubilden. Der zweite Sum-
mand in der Gleichung (3.16) besteht für den Knoten i aus dem Produkt der Formfunktio-
nen Ni, zusätzlichen Freiwerten τ
∗
i
und einer Anreicherungsfunktion F , welche den Charak-
ter der Unstetigkeit wiedergibt. Allen Knoten eines XFE sind neben herkömmlichen auch
zusätzliche Freiwerte τ∗ zugeordnet. Dies verändert sowohl die Dimension des Elementfrei-
wertvektors als auch der zugehörigen Elementsteifigkeitsmatrix.
x1x3
x2
Angereicher-
te Knoten
Material-
grenze SS
XFE
FE
(a)
x1x3
x2
Ξ= 0
Ξ> 0
Ξ< 0
i
xE
i
xmin
nmin
B
+
B
−
SS
(b)
x2/m
x1/m0
0,5
1
0
0,5
1
0
0,2
0,4
F
(c)
Abbildung 3.3: Grundlagen der XFEM-Modellierung: (a) regelmäßiges Netz eines heterogenen Modells mit
herkömmlichen FE und XFE, (b) Identifikation der Materialgrenze SS durch Ξ nach [129] und (c) Anreiche-
rungsfunktion F eines Q4-Elementes nach [129].
Bei der herkömmlichen FEM fällt die Lage der approximierten Materialgrenze mit Element-
grenzen zusammen. Die Strukturinformation ist dabei ein Bestandteil des Berechnungsgit-
ters. Bei der XFEM ist das Netz unabhängig vom Verlauf der Materialgrenze SS. Eine Mög-
lichkeit zum Erfassen von SS besteht in der Verwendung der vorzeichenbehafteten Abstands-
funktion Ξ, die hier durch
Ξ
h =
nEK∑
i=1
Ni

ξ

Ξ
E
i



0 auf SS
< 0 in B−
> 0 in B+
(3.17)
gegeben ist. Ihr Wert am Knoten i mit dem Ortsvektor x
i
ist aus
Ξ
E
i
=
 
xE
i
− xmin

· nmin (3.18)
mit dem Normalenvektor nmin des Punktes xmin auf der Sprungfläche SS berechenbar, siehe
Abbildung 3.3 (b). Es sei unterstellt, dass die lokale Anreicherung der primären Feldvariable
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auf Elemente begrenzt ist, die von der Materialgrenze SS geschnitten werden. Dies gelingt
nach [156] durch die Verwendung der modifizierten Betragsanreicherung
F =
nEK∑
i=1
Ni(ξ)

Ξ
E
i

−




nEK∑
i=1
Ni(ξ)Ξ
E
i




. (3.19)
Ihr prinzipieller Verlauf ist in Abbildung 3.3 (c) zu sehen. Aus den Gleichungen (3.16) und
(3.19) geht durch das darin auftretende Produkt der Formfunktionen hervor, dass der Po-
lynomgrad bezüglich der natürlichen Koordinaten ξ innerhalb eines XFE höher ist als in
herkömmlichen FE. Dies ist bei einer numerischen Integration zu berücksichtigen, siehe bei-
spielsweise Anhang C.2.7. Die so definierten XFE sind subparametrisch.
3.3 Mechanisches Feldproblem
Eine numerische Betrachtung, der im Unterabschnitt 2.1.2 aufgeführten Bilanzgleichungen
des mechanischen Feldproblems, beschränkt sich auf die Lösung des Systems der partiel-
len Differentialgleichungen (2.26). Aus der Erhaltung der Masse (2.18) folgt der Zusam-
menhang (2.20). Die lokale Form der Drehimpulsbilanz (2.32) ist für den symmetrischen
CAUCHYschen Spannungstensor σkl erfüllt. Das rein mechanische Materialverhalten ist durch
die konstitutiven Beziehungen im Unterabschnitt 2.1.3 festgelegt.
3.3.1 Diskretisierung der schwachen Form
Die schwache Form für die Erfüllung des Gleichgewichtes ergibt sich aus dem Gebietsintegral
der mit einer Testfunktion gewichteten Beziehung (2.26). Durch die Wahl der Testfunktion
als virtuelle Verschiebung δuk folgt mit partieller Integration, dem GAUSSschen Integralsatz
und den Beziehungen (2.27 b) sowie (2.32) schließlich
−
∫
B
σklδul ,k dv +
∫
B
̺ flδul dv +
∫
∂Bp
p̂lδul da = 0 . (3.20)
Der Vektor δuk stellt ein kinematisch zulässiges Verschiebungsfeld dar, das heißt, er erfüllt
die Gleichung (2.28) und die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen (2.15). Der erste Sum-
mand in der Gleichung (3.20) ist als virtuelle Arbeit der inneren Lasten und die letzten Beiden
als die der äußeren Lasten interpretierbar. Der Verschiebungsvektor uk ist hier die primäre
Feldgröße τ. Innerhalb eines Elementes erfolgt die Interpolation des ebenen Verschiebungs-
feldes mittels
uh = N mech · uE , (3.21)
wobei die in Nmech enthaltenen Formfunktionen mit beiden Verschiebungskoordinaten der
Knoten verknüpft sind. Gleiches gilt auch für die Ableitungen der Formfunktionen nach den
natürlichen Koordinaten ξ, sodass sich die Matrix
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Mmech =




N1,ξ1 0 N2,ξ1 0 · · · NnEK,ξ1 0
N1,ξ2 0 N2,ξ2 0 · · · NnEK,ξ2 0
0 N1,ξ1 0 N2,ξ1 · · · 0 NnEK,ξ1
0 N1,ξ2 0 N2,ξ2 · · · 0 NnEK,ξ2




(3.22)
ergibt. Mit der inversen JACOBI-Matrix ist über
Bgeo =


JE
−1
0
0 JE
−1

 ·Mmech (3.23)
die geometrische Ableitungsmatrix Bgeo definiert. Aus den partiellen Ableitungen des Ver-
schiebunsvektors nach den physikalischen Koordinaten x folgt als abgeleitete Feldgröße υ
der Vektor der Verzerrungskoordinaten
ǫh =


ǫh11
ǫh22
γh12

=


1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 1 0

 · Bgeo · uE = Bmat · uE (3.24)
in der x1-x2-Ebene in der VOIGTschen Notation. Darin ist B
mat die materielle Ableitungsma-
trix. Ein Übergang zur Matrix-Vektor-Notation und das Einsetzen der angegebenen Zusam-
menhänge in die Gleichung (3.20) liefert
δuT ·



nE⋃
k=1
∫
B
E
k
Bmat
T ·σh dv −
nE⋃
k=1
∫
B
E
k
N mech
T ·̺ f dv −
nE⋃
k=1
∫
∂BE
k
N mech
T · p̂ da


 = 0 (3.25)
die diskretisierte und assemblierte schwache Form eines mechanischen Feldproblems. Darin
fasst σ = [σ11 σ22 σ12]
T die Koordinaten des Spannungstensors zusammen, f ist die spezifi-
sche Kraft und p̂ die effektive Flächenkraft. Aus den Integralen der Gleichung (3.25) lassen
sich die Vektoren der inneren Knotenkräfte
f int =
nE⋃
k=1
1∫
−1
1∫
−1
Bmat
T ·σheJE dξ1dξ2 (3.26 a)
und der äußeren Knotenkräfte
f ext =
nE⋃
k=1


1∫
−1
1∫
−1
Nmech
T ·̺ f eJE dξ1dξ2 +
∮
ξΓ
Nmech
T · p̂eJ Γ dξΓ

+ f ⋆ (3.26 b)
einführen. Einzelkräfte, die an den Knoten des Modells angreifen können, sind im Vektor f ⋆
enthalten.
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3.3.2 Linearisierung
Aufgrund der Abhängigkeit der CAUCHYschen Spannung vom Deformationszustand gemäß
der Beziehung (2.52) stellt die diskretisierte schwache Form (3.25) ein nichtlineares Glei-
chungssystem dar, dessen Lösung auf Unterabschnitt 3.1.2 basiert. Unter der Annahme, dass
die äußeren Knotenkräfte f ext unabhängig von der Konfiguration des Körpers sind, bestimmt
sich die mechanische Tangentensteifigkeitsmatrix Kmech allein aus den inneren Knotenkräf-
ten f int. Entsprechend der Gleichung (3.12) folgt die Bedingung für das Residuum
r
 
x

= f ext − f int
 
x

= 0 (3.27)
zur Befriedigung der Gleichung (3.25). Aus dem Zusammenhang (2.2) ist die nichtlineare
Abhängigkeit vom Ortsvektor x begründet, womit sich die nachfolgend beschriebene Linea-
risierung erleichtert. Zu diesem Zweck wird das Konzept der Richtungsableitung
∂r
 
x

∂x
·∆u=
dr
 
x + ε∆u

dε




ε=0
(3.28)
nach [108] verwendet. Die darin eingeführte Größe ∆u entspricht der Änderung der Inkre-
mentbreite der Verschiebung. Die Linearisierung der inneren Knotenkräfte ist auf den ersten
Summanden in der Gleichung (3.20) zurückzuführen. Um die partielle Ortsableitung auf den
Integranden selbst anwenden zu können, ist das Integral bezüglich der Referenzkonfigurati-
on auszudrücken
∂
∂xm


∫
B
σklδul ,k dv

∆um =
∫
B0
δul ,P
∂(TPQFlQ)
∂xm
∆um dV , (3.29)
wobei die 2. PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannung TK L mit den Beziehungen (2.44) und (2.46)
auftritt. Durch das abzuleitende Produkt aus Spannungs- und Deformationsmaß entstehen
zwei Beiträge zur mechanischen Tangentensteifigkeitsmatrix Kmech = Kmat + Kgeo. Der mate-
rielle Anteil Kmat resultiert aus der Linearisierung des konstitutiven Verhaltens (2.52) und
der geometrische Beitrag Kgeo berücksichtigt die Änderung der Geometrie bei vorhandenen
Spannungen. Zur Ermittlung der materiellen Tangentensteifigkeitsmatrix des neo-HOOKE-
Materialmodells wird die Gleichung (2.52) mit der Transformation (2.46) auf die Referenz-
konfiguration bezogen
TK L = µ
 
δK L − C−1K L

+
λ
2
 
IC3 − 1

C−1
K L
, (3.30)
deren Linearisierung mithilfe der Richtungsableitung den Ausdruck
∂TK L
∂xm
∆um = λJC
−1
K L
∂J
∂xm
∆um +

λ
2
 
J2 − 1

−µ

∂C−1
K L
∂xm
∆um (3.31)
ergibt. Die darin enthaltenen Ableitungen sind über die Zusammenhänge
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∂J
∂xm
∆um = J∆um,m und (3.32 a)
∂C−1
K L
∂xm
∆um = −F−1Km
 
∆um,p +∆up,m

F−1
Lp
(3.32 b)
gegeben. Eine Überführung des Ergebnisses in die Momentankonfiguration und der Über-
gang zur Matrix-Vektor-Notation liefert die Materialtangentensteifigkeitsmatrix
Cmech =
1
J



λ+ 2µ λJ2 0
λJ2 λ+ 2µ 0
0 0 µ− λ
2
 
J2 − 1



 . (3.33)
Es sei darauf hingewiesen, dass auf die Kennzeichnung des Näherungscharakters der appro-
ximierten Feldgrößen bei allen in dieser Arbeit angegebenen Materialtangentensteifigkeits-
und Tangentensteifigkeitsmatrizen verzichtet wird. Hier und im Folgenden sei der EVZ un-
terstellt. Die Materialtangentensteifigkeitsmatrix ist in analoger Weise für den ESZ herleitbar.
Das Einsetzen des linearisierten konstitutiven Verhaltens (3.33) in den für die materielle Tan-
gentensteifigkeitsmatrix verantwortlichen Teil der Gleichung (3.29) ergibt die Berechnungs-
vorschrift
n, jKmat =
nE⋃
k=1
1∫
−1
1∫
−1
Bmat
T · n, jCmech · BmateJE dξ1dξ2 (3.34)
für den j-ten Iterationsschritt des n-ten Inkrementes.
Für den geometrischen Anteil der Tangentensteifigkeitsmatrix wird der Zusammenhang
∂FkL
∂xm
∆um =∆uk,L (3.35)
benötigt. Damit folgt aus der Gleichung (3.29) in diskretisierter Form die Berechnungsvor-
schrift
n, jKgeo =
nE⋃
k=1
1∫
−1
1∫
−1
Bgeo
T · n, jσh · BgeoeJE dξ1dξ2 (3.36)
für den j-ten Iterationsschritt des n-ten Inkrementes. Die Koordinaten der CAUCHYschen
Spannung σkl sind in der Matrix
σ =




σ11 σ12 0 0
σ12 σ22 0 0
0 0 σ11 σ12
0 0 σ12 σ22




(3.37)
einsortiert.
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Schließlich ergibt sich für das mechanische Feldproblem das linearisierte Gleichungssystem

n, jKmat + n, jKgeo

· n, j∆u= nf ext − nf int
 
n, jxh

= nr
 
n, jxh

, (3.38)
woraus die inkrementelle Verschiebungskorrektur n, j∆u berechenbar ist. Da der Zustand des
Modells während der iterativen Lösung des Gleichungssystems (3.38) fortwährend aktua-
lisiert wird und jeweils die letzte bekannte Konfiguration als neuer Referenzzustand dient,
findet sich in der Literatur für die in dieser Arbeit verwendete FE-Implementierung des me-
chanischen Feldproblems häufig der Begriff einer „updated“-LAGRANGE-Formulierung.
Kleine Deformationen
Für den Sonderfall von kleinen Deformationen isotroper Materialien ist neben der Konfigu-
rationsunabhängigkeit das konstitutive Verhalten (2.56) gültig. Die Materialtangentensteifig-
keitsmatrix vereinfacht sich für den EVZ zu
Cmech =


λ+ 2µ λ 0
λ λ+ 2µ 0
0 0 µ

 (3.39)
und ist damit nicht von der Deformation abhängig. Durch diese konstante Größe wird be-
reits nach einmaliger Iteration mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren der Gleichgewichtszu-
stand r = 0 exakt im Rahmen der Rechengenauigkeit erreicht. Der geometrische Anteil der
mechanischen Tangentensteifigkeit verschwindet zu Null.
3.4 Stationäres magnetisches Feldproblem
Durch die Wahl der konstitutiv unabhängigen Variablen im Unterabschnitt 2.3.2, welche
die magnetische Flussdichte beinhaltet, basiert die folgende FE-Implementierung des statio-
nären magnetischen Feldproblems auf der Verwendung des Vektorpotentials, siehe Unterab-
schnitt 2.2.3. Die COULOMB-Eichung (2.80) ist für die hier betrachteten zweidimensionalen
Probleme automatisch erfüllt. Das rein magnetische Materialverhalten ist durch die konsti-
tutiven Beziehungen im Unterabschnitt 2.2.2 festgelegt.
3.4.1 Diskretisierung der schwachen Form
Durch den Ansatz (2.79) entfällt die Notwendigkeit zur Lösung der Feldgleichung (2.58 a)
und es verbleibt die Beziehung (2.58 b). Wird diese mit einer Testfunktion in Form des vir-
tuellen Vektorpotentials δak multipliziert und über das Berechnungsgebiet integriert, ergibt
sich mit ∫
B
eklmhkδam,l dv −
∫
B
jkδak dv −
∫
∂Bk
k̂kδak da = 0 (3.40)
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die zugehörige schwache Form. Der Vektor δak erfüllt die Bedingungen (2.81) und (2.83)
sowie den Zusammenhang (2.79). Das Vektorpotential ak ist hier die primäre Feldgröße τ.
Die einzige von Null verschiedene Koordinate des magnetischen Vektorpotentials a3 ist mit
der Matrix der magnetischen Formfunktionen N mag in einem Element über
ah3 = N
mag · aE (3.41)
interpolierbar. Dabei beinhaltet der Vektor aE die Knotenpotentialwerte eines Elementes. Die
Ableitungen der magnetischen Formfunktionen sind in der Matrix
Mmag =

N1,ξ1 N2,ξ1 · · · NnEK,ξ1
N1,ξ2 N2,ξ2 · · · NnEK,ξ2

(3.42)
zusammengefasst. Der in der Gleichung (3.40) enthaltene Rotationsoperator benötigt die
partiellen Ortsableitungen des Vektorpotentials. In der Matrix-Vektor-Notation ist die abge-
leitete Feldgröße υ als magnetische Flussdichte mittels
bh =

bh1
bh2

=

0 1
−1 0

· JE−1 ·Mmag · aE = Bmag · aE (3.43)
darstellbar. Darin ist Bmag die magnetische Ableitungsmatrix. Die assemblierte schwache
Form des diskretisierten magnetischen Feldproblems geht damit in
δaT ·



nE⋃
k=1
∫
B
E
k
Bmag
T · hh dv −
nE⋃
k=1
∫
B
E
k
N mag
T · j dv −
nE⋃
k=1
∫
∂BE
k
N mag
T · k̂ da


 = 0 (3.44)
über, worin h= [h1 h2]
T die magnetische Feldstärke, j die elektrische Stromdichte und k̂ die
effektive Flächenstromdichte sind. Aus der Gleichung (3.44) lassen sich in analoger Weise
wie beim zuvor betrachteten mechanischen Feldproblem die Vektoren der inneren
jint =
nE⋃
k=1
1∫
−1
1∫
−1
Bmag
T · hheJE dξ1dξ2 (3.45 a)
und der äußeren magnetischen Knotenlasten
jext =
nE⋃
k=1


1∫
−1
1∫
−1
N mag
T · jeJE dξ1dξ2 +
∮
ξΓ
Nmag
T · k̂eJ Γ dξΓ

+ j⋆ (3.45 b)
definieren. Einzellasten an den Knoten des Modells werden durch den Vektor j⋆ erfasst.
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3.4.2 Linearisierung
Die hergeleitete schwache Form des rein magnetischen Feldproblems (3.44) ist aufgrund der
Beliebigkeit des virtuellen Vektorpotentials der Gleichung
r
 
a

= jext − jint
 
a

= 0 (3.46)
äquivalent. An dieser Stelle ist die Nichtlinearität durch die konstitutive Abhängigkeit der ma-
gnetischen Feldstärke vom Vektorpotential gegeben. Das hier betrachtete rein magnetische
Feldproblem gilt unter der Annahme verschwindender Deformationen. Die Linearisierung
der inneren magnetischen Knotenlasten ergibt die magnetische Tangentensteifigkeitsmatrix
n, jKmag =
∂ jint
∂b




n, jA
·
∂b
∂a
=
nE⋃
k=1
1∫
−1
1∫
−1
Bmag
T · n, jCmag · BmageJE dξ1dξ2 . (3.47)
Die verschiedenen Modelle aus Unterabschnitt 2.2.2 lassen sich durch die magnetische Ma-
terialtangentensteifigkeitsmatrix für nicht magnetisierbare Materie nach Gleichung (2.73)
mittels
Cmag =
1
µ0
I , (3.48 a)
für linear magnetisierbares Material über die Gleichung (2.78 b) durch
Cmag =
1
µ0µr
I (3.48 b)
und für nichtlinear magnetisierbare Substanzen nach Gleichung (2.77 b) über
Cmag =

1
µ0
−
M BS
B
tanh
 
δBB


I +

M BS
B3
tanh
 
δBB

−
M BS
B2
δB
cosh2 (δBB)

b · bT (3.48 c)
definieren. In diesen Zusammenhängen ist I die Einheitsmatrix der Dimension zwei.
Das durch die LANGEVIN-Funktion (2.75 a) gegebene Materialmodell kann ebenfalls zur Be-
stimmung von Cmag herangezogen werden. Allerdings ist eine iterative Lösung für einen be-
kannten Betrag B der Flussdichte notwendig, da die LANGEVIN-Funktion analytisch nicht
invertierbar ist. Für die j-te Gleichgewichtsiteration des n-ten Inkrementes ist aus der nicht-
linearen skalaren Gleichung
M HS

coth
 
δHH

− 1
δHH

+H − B
µ0
= 0 (3.49)
der Betrag des Feldstärkevektors gemäß der Beziehung (3.15) über
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l+1H = lH −
M HS

coth
 
δH lH

− 1
δH lH

+µ0
lH − B
µ0
M HS

1
δH lH2
− δ
H
sinh2 (δH lH)

+ 1
(3.50)
iterativ berechenbar. Die inverse magnetische Materialtangentensteifigkeitsmatrix ergibt sich
schließlich aus dem Zusammenhang
Cmag
−1
=
db
dh
=µ0

1+
M HS
H

coth
 
δHH

− 1
δHH

I
+
µ0M
H
S
H2

2
δHH2
−
coth
 
δHH

H
− δ
H
sinh2 (δHH)

h · hT ,
(3.51)
wobei der Vektor der magnetischen Feldstärke h aus der Beziehung (2.74) bekannt ist. Es hat
sich gezeigt, dass sowohl eine PADÉ-Approximation nach [44] als auch eine TAYLOR-Reihe
gemäß [110] nicht zur stabilen und effizienten Bestimmung des gesuchten Zusammenhan-
ges H(B) geeignet sind.
Eine Korrektur der Inkrementbreite des magnetischen Vektorpotentials n, j∆a folgt aus dem
linearisierten Gleichungssystem
n, jKmag · n, j∆a = njext − njint
 
n, jah

= nr
 
n, jah

. (3.52)
Mit den konstanten Materialtangentensteifigkeitsmatrizen (3.48 a) und (3.48 b), ist bereits
nach der ersten Iteration das Residuum im Rahmen der Rechengenauigkeit exakt Null. Damit
die Korrektur der Inkrementbreite des Vektorpotentials mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfah-
ren ebenfalls Null wird, ist eine zweite Iteration notwendig.
3.5 Gekoppeltes magnetomechanisches Feldproblem
Die Lösung des gekoppelten magnetomechanischen Feldproblems basiert auf einer Verknüp-
fung der in den vorangegangenen Abschnitten 3.3 und 3.4 aufgestellten Gleichungssyste-
me (3.38) und (3.52). Dabei ist eine wechselseitige Abhängigkeit zwischen beiden Proble-
men vorhanden. In [230] wird die durch die konstitutiven Beziehungen ausgedrückte Kopp-
lung als lokal bezeichnet. Weiterhin sind zum einen die magnetischen Feldgrößen von der
geometrischen Struktur des betrachteten Gebietes abhängig und zum anderen bewirken die
magnetischen Felder Lasten, die wiederum die Konfiguration des deformierbaren Systems
beeinflussen, was laut [230] eine globale Kopplung ist. Die im Folgenden beschriebene FE-
Implementierung ist zusammen mit zwei numerisch gelösten RWA in [207] enthalten.
Numerisch ist der oben beschriebene Sachverhalt durch zwei unterschiedliche Herangehens-
weisen lösbar. Neben der starken Kopplung, die sich durch die Assemblierung und Lösung
eines monolithischen Gleichungssystems auszeichnet, existiert mit der schwachen Kopplung
eine relativ einfache Methode zur Lösung des magnetomechanischen Feldproblems. Das letzt-
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genannte Verfahren ist auch unter dem Namen sequentielle Kopplung bekannt, wobei die
gegenseitige Beeinflussung der Felder durch die rechte Seite des Gleichungssystems, also
über den Lastvektor, und ein geometrisches Update der Konfiguration erfolgt. Ein schwach
gekoppelter Lösungsalgorithmus besitzt symmetrische Teilsteifigkeitsmatrizen. Im Vergleich
zu einem monolithischen System mit einer unsymmetrischen Steifigkeitsmatrix des Gesamt-
systems, deren Größe durch die Summe der magnetischen und mechanischen Freiwerte fest-
gelegt ist, sind die kleineren Teilsysteme innerhalb einer geringeren Berechnungszeit lösbar.
In der Abbildung 3.4 ist das verwendete Lösungsverfahren schematisch dargestellt.
Start der
Analyse
Nein
Ja
Aktualisierung der Konfiguration (feste RB)
Nächstes Inkrement (aktualisierte RB)
Konvergenz?Magnetische RWA Mechanische RWA
a← a+∆a u← u+∆u
Abbildung 3.4: Schematischer Ablauf zur Lösung magnetomechanisch gekoppelter Feldprobleme mittels eines
sequentiellen Lösungsalgorithmus nach [207].
Nach der Festlegung der RB eines Inkrementes erfolgt zunächst die Lösung des magnetischen
Feldproblems, woraus sich die Korrektur des magnetischen Vektorpotentials ∆a ergibt. Zu-
sätzlich zu den mechanischen RB wirken die noch später zu definierenden magnetischen
Lastvektoren innerhalb der mechanischen RWA. Aus deren Lösung folgt die Korrektur des
Verschiebungsvektors∆u. Anschließend wird die Korrektur beider Freiwertvektoren mit den
Änderungen innerhalb des gesamten Inkrementes verglichen. Nach der einmaligen Lösung
beider Probleme ist eine definierte Abbruchbedingung nicht erfüllbar. Entsprechend des un-
teren Zweiges in der Abbildung 3.4 erfolgt eine Aktualisierung der Konfiguration unter kon-
stanten RB. Die Schleife der sequentiellen Lösung wird solang wiederholt durchlaufen, bis
die Korrekturen des magnetischen Vektorpotentials und der Verschiebung den zugeordneten
Abbruchbedingungen genügen. Mit einer Aktualisierung der RB schließt sich die Lösung des
nächsten Inkrementes auf analoge Weise an. Untersuchungen haben gezeigt, dass es für die
hier betrachteten RWA unnötig ist, die Abbruchbedingungen des magnetischen und des me-
chanischen Teilproblems getrennt voneinander zu erfüllen. Die übergeordnete Schleife führt
nach mehrmaliger Iteration mit den zugeordneten Abbruchbedingungen zur Lösung des Ge-
samtsystems. Somit ist die Anzahl an Iterationen innerhalb beider Probleme reduzierbar.
Das stationäre magnetische Feldproblem ist im Abschnitt 3.4 bezüglich der Momentankon-
figuration formuliert. Eine materielle Kopplung aus dem konstitutiven Verhalten gemäß der
linearen Beziehung (2.112 b) beziehungsweise dem nichtlinearen Zusammenhang (2.110 b)
führt auf die vom Deformationszustand abhängigen magnetischen Materialtangentensteifig-
keitsmatrizen
Cmag =
1
µ0
I − χ
B
J
c und (3.53 a)
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Cmag =
1
µ0
I −
M BS
JB
tanh
 
δBB

c +
M BS
JB2

tanh
 
δBB

B
− δ
B
cosh2 (δBB)

(c · b) · (c · b)T .
(3.53 b)
Beide angegebenen Materialtangentensteifigkeiten hängen sowohl von der JACOBIschen De-
terminante J als auch vom links CAUCHY-GREEN-Deformationstensor c ab. Für nicht magneti-
sierbares Material gilt weiterhin die Beziehung (3.48 a). Auf die Angabe der entsprechenden
Beziehung für die LANGEVIN-Funktion (2.75 a) wird an dieser Stelle verzichtet. Dieses Mo-
dell findet aufgrund der expliziten Abhängigkeit von der magnetischen Feldstärke und der
daraus folgenden höheren Anzahl an Iterationen, ausgedrückt durch die Gleichung (3.50),
lediglich für den Sonderfall kleiner Deformationen Anwendung.
Das magnetische Feldproblem ist damit weiterhin durch das schon im Abschnitt 3.4 angege-
bene Gleichungssystem (3.52)
n, jKmag · n, j∆a = njext − njint
 
n, jah

= nr
 
n, jah

beschreibbar.
Die schwache Form des mechanischen Teilproblems einer gekoppelten magnetomechani-
schen RWA ∫
B
Eσklδul ,k dv −
∫
B
 
̺ flδul − σ̂klδul ,k

dv −
∫
∂Bp
p̂lδul da = 0 (3.54)
basiert auf der Gleichgewichtsbedingung (2.93) mit der Aufteilung der Gesamtspannung in
die zwei symmetrischen Anteile Eσkl und σ̂kl . Wird der modifizierte magnetische Spannungs-
tensor als äußere Last aufgefasst, ergibt sich der Vektor der inneren Knotenkräfte
f int =
nE⋃
k=1
1∫
−1
1∫
−1
Bmat
T · EσheJE dξ1dξ2 (3.55 a)
in analoger Weise zum rein mechanischen Feldproblem, vergleiche Unterabschnitt 3.3.1, je-
doch in Abhängigkeit der modifizierten mechanischen Spannung. Im Vektor der äußeren
Knotenkräfte
f ext =
nE⋃
k=1


1∫
−1
1∫
−1

Nmech
T ·̺ f − BmatT · σ̂h

eJE dξ1dξ2 +
∮
ξΓ
Nmech
T · p̂heJ Γ dξΓ

+ f ⋆
(3.55 b)
entspricht der zweite Summand einer magnetischen Belastung innerhalb des Elementgebie-
tes. Der dritte Summand enthält neben einer möglichen mechanischen Flächenkraft einen auf
dem Gebietsrand vorzugebenden magnetischen Lastanteil. Letzterer geht aus der RB (2.95 b)
hervor. Bei der Linearisierung werden die äußeren Lasten als deformationsunabhängig an-
gesehen. Der verwendete sequentielle Lösungsalgorithmus ermöglicht es, die magnetischen
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Größen während der Lösung des mechanischen Teilproblems als konstant anzunehmen. Da-
mit folgt die bereits im rein mechanischen Feldproblem definierte materielle Tangenten-
steifigkeitsmatrix (3.34) auch für den mechanischen Teil des gekoppelten magnetomecha-
nischen Feldproblems. Die darin enthaltene Materialtangentensteifigkeitsmatrix Cmech ergibt
sich aus der Linearisierung der modifizierten mechanischen Spannung entsprechend der Glei-
chung (3.33). Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass hier sowohl für die CAUCHYsche
Spannung eines rein mechanischen Feldproblems, als auch für die modifizierte mechanische
Spannung des gekoppelten magnetomechanischen Feldproblems, das gleiche konstitutive
Verhalten nach Gleichung (2.52) gilt.
Im geometrischen Anteil der Tangentensteifigkeitsmatrix sind ebenfalls lediglich die Koor-
dinaten der CAUCHYschen Spannung mit denen der modifizierten mechanischen Spannung
auszutauschen, sodass die Beziehungen (3.34) und (3.37) übertragbar sind.
Schlussendlich ergibt sich das formal zu der Beziehung (3.38) äquivalente linearisierte Glei-
chungssystem (3.38)

n, jKmat + n, jKgeo

· n, j∆u= nf ext − nf int
 
n, jxh

= nr
 
n, jxh

,
für die iterative Lösung des mechanischen Teilproblems im Rahmen einer numerisch schwach
gekoppelten magnetomechanischen RWA.
Kleine Deformationen
Die Konfigurationsunabhängigkeit der betrachteten Probleme unter der Annahme kleiner
Deformationen vereinfacht die sequentielle Lösung gekoppelter magnetomechanischer RWA
dahingehend, dass für jedes Inkrement die äußere Schleife nur einmal durchlaufen werden
muss, siehe Abbildung 3.4. Dies ist mit dem Fakt verbunden, dass die aus dem magnetischen
Teil hervorgehenden Lasten nur kleine Deformationen bewirken, die wiederum keinen re-
levanten Effekt auf das magnetische Problem haben. Eine solche Art der Kopplung ist ein-
seitig. Die magnetischen Felder beeinflussen das mechanische Problem, jedoch nicht umge-
dreht. Aus dem Unterabschnitt 3.4.2 sind die magnetischen Materialtangentensteifigkeitsma-
trizen übertragbar und die mechanische Materialtangentensteifigkeitsmatrix entspricht der
aus Gleichung (3.39).
3.6 Verifikation und Validierung
Bei der Lösung von RWA sind unterschiedliche Nachweise zu erbringen, mit denen sich eine
hinreichend genaue Modellbildung und die korrekte Implementierung sicherstellen lassen. In
diesem Zusammenhang sind die Begriffe der Verifikation und Validierung zu unterscheiden.
Die Verifikation richtet sich an die Überprüfung der numerischen Umsetzung eines Modells,
wohingegen mit der Validierung die Modellbildung an sich abzusichern ist [200, 220]. Laut
[200] muss zuerst die Verifikation und anschließend die Validierung erfolgen. Im Folgen-
den werden diese Punkte aufgegriffen und durch unterschiedliche Analysen belegt, wobei
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die ersten beiden Berechnungen der Verifikation und die sich anschließenden drei Beispiele
der Validierung dienen. Die Notwendigkeit, von bekannten Referenzergebnissen in Form von
analytischen Lösungen auszugehen, beschränkt die Betrachtungen zur Verifikation auf den
Sonderfall kleiner Deformationen. Aus der Konfigurationsunabhängigkeit folgt die Möglich-
keit, die magnetischen Feldgrößen durch die üblicherweise verwendeten Großbuchstaben A3,
Bk, Hk, Mk und die mechanischen Variablen durch uk, ǫkl, σkl auszudrücken. Der Einfachheit
halber werden klein geschriebene Indizes verwendet.
3.6.1 Patchtest – homogene Felder
Mit dem Patchtest [11, 144, 221, 247] erfolgt die Überprüfung neuer Elemente hinsicht-
lich zu erfüllender Minimalanforderungen. Die implementierten Elemente beruhen zwar auf
bekannten Formfunktionen (3.10) beziehungsweise (3.11), jedoch ist an dieser Stelle die
Kombination der magnetischen und mechanischen Feldprobleme zu verifizieren. Zu der Be-
dingung der Vollständigkeit zählt die Abbildbarkeit konstanter Verzerrungszustände [10].
Hinzu kommen für magnetische RWA konstante magnetische Felder. Für die implementier-
ten XFE ist kein Patchtest vorgesehen, da diese subparametrischen Elemente zusätzliche Be-
dingungen für die erweiterten Freiwerte benötigen. Daher wird der Patchtest hier für eine
Gruppierung aus fünf herkömmlichen FE betrachtet. Die Geometrie und Belastung des li-
nearen und homogenen Problems sind in der Abbildung 3.5 zu sehen, wobei die gewählten
Knotenkoordinaten aus [10] entstammen. Die Anordnung unterliegt dem EVZ und kleinen
Deformationen. Starrkörperbewegungen sind durch die Lager an der linken Seite verhin-
dert. Eine analytische Lösung des Problems ist im Anhang C.1 zu finden. Die elastischen
Materialparameter sind durch E = 1 · 108 Pa und ν = 0,3 gegeben. Für den magnetischen
Teil des schwach gekoppelten Feldproblems erfolgt die Vorgabe der konstanten Flussdich-
te B1 =
∞B = 1 T durch die wesentliche RB entsprechend der Gleichung (C.1). Das magneti-
sierbare Material mit µr = 17 dehnt sich modellbedingt in x1-Richtung aus und verjüngt sich
entsprechend der positiven Querkontraktionszahl ν senkrecht dazu. Die als natürliche RB
vorgegebene mechanische Belastung p ≈ 3,5 · 105 Pa, entsprechend der Gleichung (C.5), ist
so gewählt, dass sich insgesamt eine konstante Dehnung ǫ11 = 1% einstellt.
x1x3
x2
∞B
µr, E, ν
p
Koordi-
naten
Knotennummer
1 2 3 4 5 6 7 8
x1/m 0 10 10 0 2 8 8 4
x2/m 0 0 10 10 2 3 7 7
x3/m 0 0 0 0 0 0 0 0
x8 x7
x4 x3
x1 x2
x5
x6
Abbildung 3.5: Patchtest für das gekoppelte magnetomechanische Feldproblem eines homogenen Quadra-
tes mit linearem und isotropem Materialverhalten (µr, E, ν) unter magnetischer und mechanischer Belastung
mit B1 =
∞B, B2 = 0 sowie p.
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Zur Qualitätsbewertung der berechneten Feldverteilungen finden nach [74] die normierten
Fehlermaße bezüglich der L2-Norm
‖A3‖L2 =
√
√
√
√
√
√
∫
B0
 
A3 −Ah3
2
dV
∫
B0
A3
2 dV
und ‖uk‖L2 =
√
√
√
√
√
√
∫
B0
 
uk − uhk
2
dV
∫
B0
u2
k
dV
(3.56)
sowie bezüglich der Energienorm
‖A3‖En =
√
√
√
√
√
√
∫
B0
 
Bk − Bhk
  
Hk −Hhk

dV
∫
B0
BkHk dV
und ‖uk‖En =
√
√
√
√
√
√
∫
B0
 
ǫkl − ǫhkl
  
σkl −σhkl

dV
∫
B0
ǫklσkl dV
(3.57)
Anwendung. Die berechneten Werte der oben angegebenen Kriterien, mithilfe der im An-
hang C.1 hergeleiteten Referenzergebnisse, sind für Q4- und Q8-Elemente in der Tabelle 3.1
zusammengefasst. Die Seitenmittenknoten der Elemente mit biquadratischen Formfunktio-
nen liegen jeweils in der Mitte der in der Abbildung 3.5 dargestellten Elementkanten. Durch
die Größenordnung aller tabellierten Werte lässt sich die Aussage ableiten, dass die imple-
mentierten Elemente den Patchtest bestehen.
Tabelle 3.1: Ergebnisse des Patchtests anhand der L2- und der Energienorm des magnetischen und mechani-
schen Feldes für bilineare und biquadratische Elemente.
‖A3‖L2 ‖A3‖En ‖uk‖L2 ‖uk‖En
Q4 2,50 · 10−17 2,82 · 10−16 3,55 · 10−15 1,38 · 10−15
Q8 7,30 · 10−17 8,94 · 10−16 1,55 · 10−14 5,00 · 10−15
3.6.2 Kreisförmiger Einschluss im homogenen Magnetfeld –
Konvergenzstudie
Nach der Überprüfung der Abbildbarkeit konstanter Felder im vorangegangenen Unterab-
schnitt schließt sich an dieser Stelle eine Konvergenzanalyse für eine RWA mit heterogener
Struktur an. Die präsentierten Ergebnisse sind teilweise in [206] veröffentlicht. Das betrach-
tete ebene Problem ist in der Abbildung 3.6 (a) dargestellt. Im Anhang C.2 ist die analytische
Lösung der RWA unter der Annahme des EVZ und kleinen Deformationen hergeleitet. Eine
Belastung der Struktur erfolgt durch die homogene magnetische Induktion und durch vorge-
gebene Normalspannungen im Fernfeld. Bedingt durch die Form der Materialgrenze SS sind
die magnetischen Felder im Einschluss des Radius R homogen. Dies ist aus den Verteilungen
des Vektorpotentials in den Abbildungen 3.6 (b) und (c) erkennbar. Im Einschluss haben die
Feldlinien (Linien mit A3 = konstant) eine homogene Dichte. Im magnetisierbaren Materi-
al verdichten sich die Feldlinien, siehe Abbildung 3.6 (b) und aus nicht magnetisierbaren
Substanzen werden sie herausgedrängt, vergleiche Abbildung 3.6 (c).
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Abbildung 3.6: Kreisförmiger Einschluss
 
µ−r , E
−, ν−

mit dem Radius R in Matrix
 
µ+r , E
+, ν+

unter vorgege-
bener magnetischer Flussdichte im Fernfeld B1 = 0, B2 =
∞B und mechanischer Fernfeldspannung σ11 =
∞σ11,
σ22 =
∞σ22 und σ12 = 0: (a) schematische Darstellung des Problems, (b) Verteilung des Vektorpotentials im
Berechnungsgebiet für µ−r = 10, µ
+
r = 1 und R =
3
4πm sowie (c) für µ
−
r = 1, µ
+
r = 10 und R =
3
4πm.
Auf Grundlage der analytischen Lösung ist das Deformationsverhalten für unterschiedliche
Materialparameter analysierbar. In der Abbildung 3.7 sind die Verschiebungen eines magne-
tisierbaren Einschlusses in einer nicht magnetisierbaren Matrix dargestellt. Das zugehörige
Vektorpotential ist in der Abbildung 3.6 (b) zu sehen. Der ursprünglich kreisförmige Ein-
schluss verlängert sich in Richtung der vorgegebenen magnetischen Belastung und nimmt
im deformierten Zustand eine ellipsenähnliche Kontur an, siehe Abbildungen 3.7 (a), (c)
und (d). Innerhalb des Einschlusses ist die Verschiebung u−1 negativ entlang der x1-Achse
und u−2 positiv entlang der x2-Achse, vergleiche Abbildungen 3.7 (a) und 3.7 (b). Auf der
Materialgrenze SS ähneln die Verläufe der Verschiebungskoordinaten u1 und u2 Sinus- bezie-
hungsweise Kosinusfunktionen der Winkelkoordinaten ϑ, vergleiche Abbildung 3.7 (c).
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Abbildung 3.7: Verschiebung entlang unterschiedlicher Pfade eines magnetisierbaren Einschlusses
 
µ−r = 10, E
− = 1 · 108 Pa, ν− = 0,4

in nicht magnetisierbarer Matrix
 
µ+r = 1, E
+ = 1 · 109 Pa, ν+ = 0,3

mit
R = 34πm,
∞B = 1T, ∞σ11 =
∞σ22 = 0: (a) u1 entlang x1-Achse, u2 entlang x2-Achse, (b) u1, u2 entlang
x1 = x2, (c) u1, u2 entlang der Materialgrenze SS und (d) deformierter Einschluss (Skalierungsfaktor 100).
Für r
R
→∞ verschwindet das Verschiebungsfeld, da sowohl u+1 als auch u+2 gegen Null stre-
ben. Dies ist in der Abbildung 3.7 (b) zu erkennen. Vergleichend zu der hier beschriebenen
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Deformation wird ebenfalls eine Verlängerung in Richtung des äußeren magnetischen Feldes
und eine entsprechende Verjüngung senkrecht dazu in [7] für einen Ferrofluid-Tropfen und
in [185] für eine Kugel aus magnetoelastischem Material beschrieben.
Das zweite Beispiel ähnelt dem Ersten, bis auf die vertauschten magnetischen Materialpa-
rameter, vergleiche Abbildung 3.6 (c). Somit wird ein nicht magnetisierbarer Einschluss in
einer magnetisierbaren Matrix betrachtet. In den Abbildungen 3.8 (a), (b) und (d) ist im
Gegensatz zum ersten Beispiel zu erkennen, dass die Radialverschiebung u−
r
im Einschluss
überall positiv ist.
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Abbildung 3.8: Verschiebung entlang unterschiedlicher Pfade eines nicht magnetisierbaren Einschlus-
ses
 
µ−r = 1, E
− = 1 · 108 Pa, ν− = 0,4

in magnetisierbarer Matrix
 
µ+r = 10, E
+ = 1 · 109 Pa, ν+ = 0,3

mit
R= 34πm,
∞B = 1T, ∞σ11 =
∞σ22 = 0: (a) u1 entlang x1-Achse, u2 entlang x2-Achse, (b) u1, u2 entlang
x1 = x2, (c) u1, u2 entlang der Materialgrenze SS und (d) deformierter Einschluss (Skalierungsfaktor 100).
Zusätzlich nähern sich die Verschiebungskoordinaten u+1 und u
+
2 in der Matrix Geraden mit
konstanten Anstiegen an, wenn r
R
→ ∞ geht. Dieses Verhalten ist speziell in der Abbil-
dung 3.8 (b) zu erkennen. Als Konsequenz daraus ergeben sich konstante und nicht zu Null
verschwindende Dehnungen ǫ11 und ǫ22 im Fernfeld, obwohl dort die Koordinaten der me-
chanischen Spannung zu Null vorgegeben sind. Die Ursachen rühren von der verwendeten
Spannungsaufteilung σges
kl
= Eσkl + σ̂kl mit Eσkl = σkl + (µr − 1)HkBl und dem elastischen
Materialverhalten gemäß der Gleichung (2.53) her. Im Fernfeld wirkt keine mechanische
Spannung und somit ist Eσkl =
 
µ+r − 1

HkBl verschieden von Null für µ
+
r 6= 1, was nicht
verschwindende Dehnungen hervorruft. Weiterhin weicht der Graph der Verschiebung u1 ent-
lang der Materialgrenze SS in der Abbildung 3.8 (c) qualitativ deutlich vom ersten Beispiel
ab.
Aus der hergeleiteten analytischen Lösung sind verschiedene Spezialfälle ableitbar, siehe
Anhang C.2.6. Mit einer verschwindenden magnetischen Belastung ∞B = 0 entfallen al-
le magnetischen Spannungen. Demnach gilt Eσkl = σkl = σ
ges
kl
. Im Unterabschnitt 3.2.7.3
aus [163] ist die Lösung eines kreisförmigen Einschlusses unter der uniaxialen Belastung
∞σ11 = p und
∞σ22 = 0 angegeben. Das Ergebnis ist in der vorgeschlagenen Lösung enthal-
ten. Durch E− = 0 wird ein kreisförmiges Loch in einer unendlich ausgedehnten Ebene erfasst.
Dies führt auf den bekannten Spannungskonzentrationsfaktor σϑϑ
 
r = R,ϑ = ±π2

= 3p der
Umfangsspannung. Eine Konvergenzanalyse der XFEM in [216] basiert auf einer biaxial be-
lasteten Scheibe mit kreisförmiger Inhomogenität, wobei die Belastung durch eine Verschie-
bungsvorgabe erfolgt. Auch dieses Problem ist mit der hergeleiteten Lösung abbildbar.
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Demnach eignen sich die Felder des Vektorpotentials aus der Gleichung (C.7), der magneti-
schen Feldstärke entsprechend des Zusammenhangs (C.8), der Verschiebung nach den Bezie-
hungen (C.45) und (C.46) sowie der Spannung aus den Gleichungen (C.41) – (C.44) sowohl
zur Verifikation numerisch gelöster magnetischer, mechanischer als auch gekoppelter magne-
tomechanischer RWA.
Das zuvor beschriebene ebene Problem, siehe Abbildung 3.6, wird herangezogen um das
Konvergenzverhalten der XFEM zu analysieren. Dabei dienen sieben unterschiedliche Vernet-
zungsstufen mit jeweils nE
∂B
× nE
∂B
Elementen zum Nachweis des Einflusses der charakteristi-
schen Elementgröße h. Die Anzahl der Elemente ist durch nE
∂B
∈ {8, 16, 32, 64, 128, 256, 512}
festgelegt. Das quadratische Berechnungsgebiet hat eine Kantenlänge von lB = 10 m und der
kreisförmige Einschluss einen Radius von R = 34πm. Die charakteristische Elementgröße ist
aus h = lB
nE
∂B
berechenbar. In der Abbildung 3.9 (a) ist das vernetzte Gebiet mit nE
∂B
= 8 bili-
nearen und in der Abbildung 3.9 (b) mit biquadratischen Elementen dargestellt.
(a) (b)
Abbildung 3.9: XFEM-Netze eines kreisförmigen Einschlusses mit einer Auflösung von 8×8 Elementen (durch-
gezogene Linien sind Elementgrenzen und gestrichelte kennzeichnen die Kanten der Integrationsbereiche) mit:
(a) bilinearen und (b) biquadratischen Elementen.
Die Parameter der Umgebung sind µ+r = 1, E
+ = 1 · 109 Pa, ν+ = 0,3 und die des Einschlusses
µ−r = 10, E
− = 1 · 108 Pa und ν− = 0,4. Nachfolgend werden drei Probleme betrachtet:
(i) eine stationäre magnetische RWA mit ∞B = 1T,
(ii) eine gekoppelte magnetomechanische RWA mit ∞B = 1 T und ∞σ11 =
∞σ22 = 0 sowie
(iii) eine rein mechanische RWA mit ∞B = 0 und ∞σ11 =
∞σ22 = 3 · 106 Pa, welche an die
biaxiale Zugbelastung in [216] angelehnt ist.
Aus der Gleichung (C.7) ist die wesentliche RB für das Vektorpotential und aus der Bezie-
hung (C.45) die wesentliche RB für das ebene Verschiebungsfeld vorschreibbar. Eine Bewer-
tung der numerischen Lösung erfolgt anhand der L2- und der Energienorm entsprechend
der Zusammenhänge (3.56) und (3.57). Als Referenzlösungen stehen die Felder aus dem
Anhang C.2 zur Verfügung. In der Abbildung 3.10 sind die Ergebnisse aller drei Problemstel-
lungen in Abhängigkeit der charakteristischen Elementgröße h dargestellt.
Aus den Ausgleichsgeraden, welche die berechneten Fehler in einer doppeltlogarithmischen
Auftragung approximieren, ergeben sich die gesuchten Konvergenzraten. Sie sind in der Ta-
belle 3.2 zusammengefasst. Die Ausgleichsgeraden der Q4- (durchgezogene Linien) und Q8-
Elemente (gestrichelte Linien) haben für alle drei RWA (i), (ii) und (iii) in den Abbildun-
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gen 3.10 (a) und (b) einen optisch nicht zu unterscheidenden Anstieg. Für Q4-Elemente
ergeben sich Konvergenzraten bezüglich der L2-Norm zwischen 1,94 und 2,03. Diese Werte
stimmen sehr gut mit dem erwarteten Wert von 2,0 überein. Die Ergebnisse bezüglich der
Energienorm liegen zwischen 1,0 und 1,11 und sind größer als der theoretische Wert von 1,0.
Ursächlich dafür ist die verbesserte Approximation der gekrümmten Materialgrenze bei einer
Erhöhung der Netzfeinheit. Die Q8-Elemente weisen im Vergleich zu den bilinearen Elemen-
ten eine deutlich verbesserte Konvergenz auf, jedoch erreichen sie mit Werten von 2,43 bis
2,47 und 1,55 bis 1,59 nicht die theoretisch möglichen Ergebnisse von 3,0 beziehungsweise
2,0. Vergleichbare Resultate der Konvergenzraten sind in [128] und [38] dokumentiert. Der
Achsenabschnitt der Ausgleichsgeraden in der Abbildung 3.10 stellt ein Maß für die Größe
des Fehlers dar. Bezüglich der L2-Norm ist der Fehler der magnetischen RWA (i) am kleins-
ten, gefolgt von dem der rein mechanischen (iii). Das gekoppelte Feldproblem (ii) besitzt
den größten Fehler. Diese Aussage trifft sowohl auf die Q4- als auch auf die Q8-Elemente zu.
Bezüglich der Energienorm sind die Fehler der rein magnetischen und rein mechanischen
RWA nahezu identisch, wohingegen der Fehler des gekoppelten Problems deutlich darüber
liegt. Die Ursache dafür liegt in der Implementierung des gekoppelten Feldproblems klei-
ner Deformationen. Zuerst erfolgt die Lösung der magnetischen RWA. Das Ergebnis in Form
der modifizierten magnetischen Spannung, welche sich aus den abgeleiteten magnetischen
Feldgrößen berechnet, steht im Vektor der äußeren Knotenkräfte. Die abgeleiteten magneti-
schen Variablen stellen lediglich eine Näherung im Sinne der FEM dar und enthalten Fehler.
Dies bedeutet, dass die magnetischen Lasten in der Gleichung (3.55 b) ursächlich für den
vergleichsweise hohen normierten Fehler sind.
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Abbildung 3.10: Normierte Fehler bilinearer (durchgezogene Linien) und biquadratischer Elemente (gestri-
chelte Linien) für eine (i) magnetische, (ii) gekoppelte magnetomechanische und (iii) rein mechanische RWA
in Abhängigkeit der charakteristischen Elementgröße h bezüglich der: (a) L2- und (b) Energienorm.
Aus der vorhandenen Symmetrie der Geometrie und der magnetischen Felder lässt sich be-
gründen und verstehen, dass bei dem vorliegenden Problem keine resultierenden Lasten ent-
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stehen. Doch sind es insbesondere die aus wirkenden Kräften und Momenten entstehenden
Partikelverschiebungen und -rotationen, die zu makroskopischen Effekten in MRE führen.
Zum vertieften Verständnis werden in den nachfolgenden Unterabschnitten zuerst die Ur-
sachen für resultierende Lasten und danach die daraus herrührenden Partikelbewegungen
analysiert.
Tabelle 3.2: Konvergenzraten bezüglich der L2- und der Energienorm für bilineare und biquadratische Elemente
eines (i) magnetischen, (ii) gekoppelten magnetomechanischen und (iii) rein mechanischen Feldproblems.
‖A3‖L2 ‖uk‖L2 ‖A3‖En ‖uk‖En
(i) (ii) (iii) (i) (ii) (iii)
Q4 2,03 1,94 1,98 1,11 1,00 1,07
Q8 2,47 2,43 2,44 1,59 1,55 1,58
3.6.3 Kreisförmiger Einschluss im inhomogenen Magnetfeld –
resultierende Kraft
Eine Mindestanforderung an das vorgeschlagene Modell ist durch die richtige Abbildung
resultierender Kräfte auf einzelne magnetisierbare Körper gegeben, da dies experimentell
erfassbar ist und modellunabhängig sein muss. In diesem Zusammenhang sei auf [182] ver-
wiesen. Als numerisches Experiment dient hier ein magnetisierbarer Einschluss in einem in-
homogenen Magnetfeld, siehe Abbildung 3.11 (a). Aus der Abbildung 3.11 (b) ist deutlich
erkennbar, dass die Feldlinien im Inneren des Einschlusses inhomogen verteilt sind. Das Pro-
blem wird in [60] betrachtet und durch Beziehungen für die magnetische Feldstärke sowie
die resultierende Kraft analytisch beschrieben.
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Abbildung 3.11: Ein magnetisierbarer Zylinder
 
µ−r , E
−, ν−

mit dem Radius R umgeben von weichem nicht
magnetisierbarem Material wird durch das inhomogene Magnetfeld eines parallelen vom Strom I durchflosse-
nen Leiters bei x1 = g belastet: (a) schematische Darstellung des Problems und (b) Verteilung des Vektorpoten-
tials im Berechnungsgebiet für µ−r = 1000, R= 2,49 mm und g = 5 mm.
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In [128] ist eine detaillierte Konvergenzbetrachtung des magnetischen Feldproblems der nu-
merisch gelösten RWA aufgeführt. Da die Konvergenz der Implementierung bezüglich der
Feldverteilungen bereits im vorangegangenen Unterabschnitt enthalten ist, erfolgt an dieser
Stelle lediglich die Betrachtung der resultierenden Kraft. Im Anhang C.3 sind die analytisch
berechneten Größen zusammengefasst. Die auf den Kreiszylinder wirkende Kraft
F1 =
µ0 I
2
2π
µ−r − 1
µ−r + 1
R2
g (g2 − R2)e ,
gemäß der Gleichung (C.58), ist vom Quadrat der elektrischen Stromstärke I abhängig. Um
einen Vergleich mit den numerischen Ergebnissen zu gewährleisten, wird eine um die Ele-
mentdicke e in x3-Richtung ausgedehnte Struktur analysiert. Die Gleichung (C.58) gilt für
einen von Vakuum umgebenen Einschluss. Vakuum ist magnetisch durch µ+r = 1 abbildbar.
Ein theoretisch verschwindender Elastizitätsmodul der luftleeren Umgebung wird in der nu-
merischen Rechnung durch E+ = 1 · 10−8E− approximiert. Diese Annahme findet auch in den
folgenden zwei Unterabschnitten Anwendung und stellt eine Einschränkung an die erzielba-
re Genauigkeit der berechneten Ergebnisse dar, da sich die Kondition der Steifigkeitsmatrix
durch das hohe Kontrastverhältnis der mechanischen Moduln verschlechtert. Mit den Parame-
tern R= 2,49mm, g = 5 mm, µ−r = 1000 und E
− = 2,1 · 1011 Pa, ν− = 0,3 sowie einer Belas-
tung von I = 10A ergibt sich aus der Gleichung (C.58) eine Kraft von F1 = 1,31 · 10−3 N. Die
wesentlichen RB des quadratischen Berechnungsgebietes mit der Kantenlänge lB = 10 mm
lassen sich für das magnetische Teilproblem durch die Gleichung (C.57) vorgeben. Weiter-
hin sei der gesamte Rand mechanisch lastfrei. Die Singularität des Vektorpotentials, siehe
Abbildung 3.11 (b), welche durch die punktuelle Belastung des Stromes I entsteht, erfordert
bei der numerischen Betrachtung besondere Vorkehrungen. Für detaillierte Ausführungen
sei auf [128] verwiesen. Aus den Ergebnissen sechs verschiedener Simulationen mit jeweils
nE
∂B
× nE
∂B
Elementen mit nE
∂B
∈ {16, 32, 64, 128, 256, 512} ist die relative Abweichung der
resultierenden Kraft
|∆F1|=




Fh1 − F1
F1




(3.58)
berechenbar. Ihr Verlauf ist in Abhängigkeit der charakteristischen Elementgröße h in der
Abbildung 3.12 sowohl für Q4- als auch für Q8-Elemente dargestellt. Die eingezeichneten
Ausgleichsgeraden besitzen einen Anstieg von 1,26 für Q4- und 2,95 für Q8-Elemente. Ohne
die beiden Ergebnisse mit den geringsten Auflösungen für die biquadratischen Elemente ist
der Anstieg mit 1,92 jedoch deutlich geringer.
Allgemein lässt sich feststellen, dass sich die zu erwartende Konvergenzrate erst ab einer ge-
wissen Netzfeinheit einstellt. Als Ursachen für die anfangs starken Abweichungen sind zum
einen die genäherte Repräsentation des mechanischen Verhaltens von Vakuum und zum an-
deren die singuläre magnetische Belastung I aufzuführen. Weiterhin verursacht ein starker
Gradient der magnetischen Feldverteilungen nahe der rechten Gebietsberandung, siehe Ab-
bildung 3.11 (b), verbleibende Lasten für das mechanische Teilproblem, die vor allem bei
der Verwendung von Q4-Elementen die Lösung beeinflussen. Theoretisch stehen bei entspre-
chend zugrunde gelegter Stetigkeit der magnetischen Felder über die Gebietsberandung hin-
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weg der zweite und dritte Summand im Vektor der äußeren Knotenkräfte (3.55 b) im Gleich-
gewicht. Je höher der Gradient der magnetischen Felder ist, umso größer sind die diskretisie-
rungsbedingten Sprünge an den Elementgrenzen. Aus diesen Sprüngen resultieren Lasten,
welche den mechanischen Teil der Lösung beeinflussen. Dieser Aspekt wirkt sich in erster
Linie auf die Größe des normierten Fehlers aus. Elemente mit biquadratischen Ansätzen sind
durch die verbesserte Approximation der abgeleiteten Feldgrößen bevorzugt gegenüber bili-
nearen zu verwenden. Dies ist durch die implementierte sequentielle Kopplung zu begründen
und zu verstehen.
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Abbildung 3.12: Normierte Fehler der resultierenden Kraft eines magnetisierbaren Einschlusses in einem inho-
mogenen Magnetfeld für bilineare (blaue Kreuze) und biquadratische Elemente (rote Kreise) in Abhängigkeit
der charakteristischen Elementgröße h.
3.6.4 Elliptischer Einschluss im homogenen Magnetfeld –
resultierendes Moment
Eine zweite Mindestanforderung einer magnetomechanischen Berechnung ist durch das re-
sultierende Drehmoment auf einen magnetisierbaren Körper gegeben. Laut [215] besitzt ein
resultierendes Moment in diesem Zusammenhang eine besondere Bedeutung, da es mit ei-
ner hohen Genauigkeit messbar ist. Es sind verschiedene Anordnungen vorstellbar, die eine
solche resultierende Last aufweisen. An dieser Stelle wird sich auf einen magnetisierbaren
Einschluss mit einem elliptischen Querschnitt in einem homogenen Magnetfeld bezogen, sie-
he Abbildung 3.13 (a). Durch die Art der Belastung kommt es zu keiner Singularität.
Im Anhang C.4 erfolgt die Herleitung der magnetischen Feldverteilungen und die des resul-
tierenden Drehmomentes. Analog zum Vorgehen in den vorangegangenen Unterabschnitten
basieren die wesentlichen RB der Simulation auf den analytischen Ausdrücken des Vektor-
potentials gemäß der Gleichungen (C.61) und (C.62). In der Abbildung 3.13 (b) ist die ent-
sprechende Verteilung des Vektorpotentials dargestellt. Die Homogenität der magnetischen
Felder im Inneren des Einschlusses ist erneut aus dem konstanten Abstand der parallelen
Feldlinien erkennbar. Die Neigung der inneren Feldlinien ist neben dem geometrieabhängi-
gen Demagnetisierungstensor von der relativen Permeabilität respektive der magnetischen
Suszeptibilität abhängig, siehe Gleichung (C.70).
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Abbildung 3.13: Magnetisierbarer elliptischer Zylinder
 
µ−r , E
−, ν−

mit den Halbachsen e1 ≥ e2 in einem
bezüglich der x1-Achse um den Winkel β geneigten homogenen Magnetfeld
∞B umgeben von weichem nicht
magnetisierbarem Material
 
µ+r = 1, E
+ = 1 · 10−8E−, ν+ = 0

: (a) schematische Darstellung des Problems und
(b) Verteilung des Vektorpotentials im Berechnungsgebiet für µ−r = 17, e1 =
3
4πm, e2 =
3
8πm und β = 45°.
Für die skizzierte Anordnung aus der Abbildung 3.13 (a) ergibt sich das resultierende Dreh-
moment entsprechend der Gleichung (C.74) zu
T3 = −µ0πe1e2(χ∞H)2
 
1
2 − D22

1+ χ + χ2D11D22
e sin2β ,
wobei χ = µ−r −1 und ∞H =
|∞Bk |
µ0
gilt. Um einen Vergleich mit den numerischen Ergebnissen
zu gewährleisten, wird hier eine um die Elementdicke e in x3-Richtung ausgedehnte Struktur
analysiert. Das resultierende Drehmoment ist nicht nur von der Belastung und der magne-
tischen Suszeptibilität abhängig, sondern auch von der Form des elliptischen Querschnittes.
Dieser Einfluss ist in den Koordinaten des zweistufigen Demagnetisierungstensors Dkl enthal-
ten. Auf einen Kreisquerschnitt mit D11 = D22 =
1
2 in einem homogenen Magnetfeld wirkt
demnach kein Drehmoment. Erneut erfolgt die numerische Abbildung des umgebenden Va-
kuums mit den Parametern µ+r = 1, E
+ = 1 · 10−8E− und ν+ = 0. Dem Einschluss sind die
Werte E− = 2,1 · 1011 Pa, ν− = 0,3, µ−r = 1000 sowie e1 =
3
4πm und e2 =
3
8πm zugeordnet.
Für eine im Winkel von β = 45° wirkende magnetische Flussdichte |∞Bk|= 1 T ergibt sich ein
Drehmoment von T3 = 4,01 · 106 N m. Die wesentlichen RB des quadratischen Berechnungs-
gebietes mit der Kantenlänge lB = 10 m sind für das magnetische Teilproblem durch die Glei-
chungen (C.61) und (C.62) bekannt. Am gesamten Rand ist keine mechanische Belastung
vorgegeben. Für sieben unterschiedliche Diskretisierungsstufen mit nE
∂B
×nE
∂B
Elementen und
nE
∂B
∈ {8, 16, 32, 64, 128, 256, 512} ist die relative Abweichung des resultierenden Momentes
über
|∆T3|=




T h3 − T3
T3




(3.59)
festgelegt. In der Abbildung 3.14 ist ihr Verlauf in Abhängigkeit der charakteristischen Ele-
mentgröße h sowohl für Q4- als auch für Q8-Elemente dargestellt. Das numerische Ergeb-
nis T h3 wird aus den Reaktionskräften der in der Abbildung 3.13 skizzierten Lager ermittelt.
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Abbildung 3.14: Normierte Fehler des resultierenden Drehmomentes eines magnetisierbaren elliptischen Ein-
schlusses in einem homogenen Magnetfeld für bilineare (blaue Kreuze) und biquadratische Elemente (rote
Kreise) in Abhängigkeit der charakteristischen Elementgröße h.
Die Ausgleichsgeraden haben einen Anstieg von 1,08 für Q4- und 2,50 für Q8-Elemente.
Wiederholt zeichnen sich die Q8-Elemente im Vergleich zu denen mit bilinearen Ansätzen
durch eine höhere Konvergenzrate und durch deutlich kleinere Werte des Fehlers aus.
3.6.5 Einschluss mit Kreisringquerschnitt im homogenen
Magnetfeld
Die im Folgenden betrachtete RWA lässt sich einerseits mit dem im Unterabschnitt 3.6.2
beschriebenen Problem vergleichen, da keine resultierenden mechanischen Lasten auftre-
ten. Andererseits ermöglicht die strukturelle Eigenschaft eines dünnwandigen Kreisringquer-
schnittes in einem homogenen magnetischen Fernfeld ∞B, siehe Abbildung 3.15 (a), Ver-
schiebungen in der Größenordnung der Wandstärke δ unter einer moderaten magnetischen
Belastung. Das betrachtete Problem ist an die sowohl theoretischen als auch experimentellen
Arbeiten in [159] angelehnt. Eine ähnliche Anordnung mit anderen Parametern ist Bestand-
teil von [155].
Obwohl die Motivation des implementierten Modells nicht durch die Deformationsanalyse
makroskopischer Strukturen gegeben ist, soll der hier präsentierte Vergleich zur weiteren Ab-
sicherung und Validierung dienen. Die im Abschnitt 7.8 von [159] angegebene analytische
Referenzlösung basiert auf einem magnetisierbaren Rohr, welches innen und außen von Va-
kuum umgeben ist. Aus der Darstellung des Vektorpotentials in der Abbildung 3.15 (b), ent-
sprechend der Gleichung (C.76), ist zum einen die abschirmende Wirkung des hochpermeab-
len Rohrs zu erkennen und zum anderen das nahezu senkrechte Hinein- und Hinaustreten
der Feldlinien in den magnetisierbaren Körper. Im Kreisringquerschnitt sind die Feldlinien
konzentriert, dies ist gleichbedeutend mit einer hohen magnetischen Flussdichte.
Für die numerischen Betrachtungen erfolgt wiederholt die Approximation von Vakuum durch
µ+r = 1, E
+ = 1 · 10−8E− und ν+ = 0. Am Rand des quadratischen Berechnungsgebietes mit
einer Kantenlänge von lB = 60mm ist das Vektorpotential als wesentliche RB durch die
Gleichung (C.76) vorgegeben.
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Abbildung 3.15: Magnetisierbarer Kreisringquerschnitt
 
µ−r , E
−, ν−

mit dem Innenradius Ri und dem Au-
ßenradius Ra im Fernfeld der magnetischen Flussdichte B1 =
∞B, B2 = 0 umgeben von weichem nicht ma-
gnetisierbarem Material
 
µ+r = 1, E
+ = 1 · 10−8E−, ν+ = 0

: (a) schematische Darstellung des Problems und
(b) Verteilung des Vektorpotentials im Berechnungsgebiet für µ−r = 1000, Ri = 12,57 mm und Ra = 12,83 mm.
Mechanische Lasten am Rand entfallen. Analog zum vorangegangenen Unterabschnitt sind
die Materialparameter durch E− = 2,1 · 1011 Pa, ν− = 0,3 und µ−r = 1000 festgelegt. Die
magnetische Belastung von ∞B = 0,1T und der Radius der Schalenmittelfläche von RSMF =
12,7mm sind aus [159] übernommen. In der vorliegenden Arbeit werden Strukturen mit
zwei unterschiedlichen Wandstärken δ1 und δ2 analysiert. Die in der Abbildung 3.16 darge-
stellten Werte der radialen Verschiebungskoordinate ur basieren jeweils auf Berechnungsgit-
tern mit 512 × 512 Elementen mit biquadratischen Formfunktionen. Aus der vorhandenen
Symmetrie der magnetischen und mechanischen Felder lässt sich begründen, dass die radiale
Verschiebung innerhalb des Bereiches 0 ≤ ϑ ≤ π2 charakteristisch für die gesamte Struktur
ist. Diese Aussage wird durch die Referenzlösung und die Simulationsergebnisse bestätigt.
Die Struktur mit δ1 = 0,51 mm, siehe Abbildung 3.16 (a), besitzt ein Maximum der radia-
len Verschiebung von 9,58µm. Dies entspricht circa 2 % der Wandstärke. Bei einem Rohr
mit halbierter Wandstärke δ2 = 0,25 mm, siehe Abbildung 3.16 (b), erhöht sich das Verschie-
bungsmaximum auf 71,58µm und beträgt damit circa 30 % der Wandstärke. Während für
µ−r ≫ 1 die analytische Lösung der radialen Verschiebung aus der Gleichung (C.78)
ur =
4
3
∞B2
µ0
1− ν−2
E−
R4SMF
δ3
cos2ϑ
betragsmäßig gleiche Maxima und Minima aufweist, unterscheiden sich die zugehörigen nu-
merischen Ergebnisse. Die Differenz der Beträge steigt vom dick- zum dünnwandigeren Rohr
von 0,76µm auf 2,67µm an. Solch ungleiche Extremwerte der Verschiebung ergeben sich
auch aus der analytischen und numerischen Lösung der RWA eines Vollkreisquerschnittes
im homogenen Magnetfeld, vergleiche hierzu Abbildung 3.7 (c). Auch dort ist der Betrag der
maximalen Verschiebung in Richtung der magnetischen Belastung größer als senkrecht dazu.
Eine abschirmende Wirkung der Struktur, die durch Werte der magnetischen Flussdichte von
circa 5 mT für δ1 und 9mT für δ2 im Inneren des Kreisringes erkennbar ist, wird mit einer
relativen Abweichung von 4 · 10−4 % beziehungsweise 6 · 10−4 % numerisch ermittelt.
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Abbildung 3.16: Radialverschiebung der Schalenmittelfläche in Abhängigkeit der Winkelkoordinaten ϑ aus
Simulationsergebnissen und einer analytischen Lösung nach [159] für ein Rohr mit einer Wandstärke von:
(a) δ1 =
RSMF
25 = 0,51 mm und (b) δ2 =
RSMF
50 = 0,25 mm.
An den Ausführungen in [159] ist die Annahme magnetisch linearen Materialverhaltens kri-
tisch zu hinterfragen. Trotz der relativ geringen Flussdichte im Fernfeld von ∞B = 0,1T ent-
stehen strukturbedingt im magnetisierbaren Material Maxima von circa 5 T und 9 T. In [155]
findet dieser Aspekt durch die Verwendung eines nichtlinearen Materialgesetzes Berücksich-
tigung. Weiterführende theoretische Betrachtungen dieser Problemstellung und eine Gegen-
überstellung verschiedener Modellierungsansätze im Vergleich zu experimentellen Daten
sind in [236, 237, 242] zu finden.
3.7 Gegenüberstellung der nichtlinearen und linearen
Modelle
Anschließend an die Verifikation und Validierung des linearen Modells im vorangegange-
nen Abschnitt 3.6 werden im Folgenden kinematische und materielle Nichtlinearitäten be-
rücksichtigt und die resultierenden Unterschiede zwischen beiden Ansätzen herausgearbei-
tet. Weiterhin sind zusätzliche Erkenntnisse bezüglich der Ursachen makroskopischer Effekte
von MRE ableitbar, die aus den magnetomechanischen Wechselwirkungen magnetisierbarer
Partikel hervorgehen. Die präsentierten Ergebnisse sind zum Teil in [207] veröffentlicht.
3.7.1 Zwei kreisförmige Einschlüsse im Magnetfeld
In realen MRE stellt die Wechselwirkung benachbarter Partikel untereinander einen aus-
schlaggebenden Aspekt der beobachtbaren makroskopischen magnetomechanischen Kopp-
lung dar. Zwei kreisförmige Einschlüsse, wie sie schematisch in der Abbildung 3.17 (a) dar-
gestellt sind, dienen an dieser Stelle als einfaches Demonstrationsbeispiel. Der Umgebung
sind die Parameter µ+r = 1, E
+ = 75 · 103 Pa und ν+ = 0,4 zugeschrieben. Für die Einschlüs-
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se der Durchmesser d = 4,98µm, deren Mittelpunktsabstand in der Referenzkonfiguration
lP = 10µm beträgt, erfolgt die Berechnung sowohl mit magnetisch linearem µ
−
r = 27,61
als auch mit nichtlinearem Materialverhalten M B−S = 8,68 · 105 A m−1 und δB− = 0,88T−1.
Die elastischen Eigenschaften der Partikel betragen E− = 2,1 · 1011 Pa und ν− = 0,3. Das
ebene Berechnungsgebiet besitzt eine Größe von 20µm× 10µm und besteht aus 200× 100
Q8-Elementen. Die Belastung ist durch ein zur x1-Achse symmetrisches Magnetfeld gegeben.
Dabei erfolgt die Vorgabe des Vektorpotentials in Form einer von der x1-Achse unabhängi-
gen Ebenengleichung mit einer Differenz zwischen Ober- und Unterseite von∆â3 = 14µT m.
Durch diese RB ist keine homogene Partikelmagnetisierung zu erwarten. Entlang des Gebiets-
randes sind alle Verschiebungen zu Null gesetzt û1 = û2 = 0. Gewisse Abweichungen im Ver-
gleich zu zwei Partikeln in einem homogenen Fernfeld, die aus der hier getroffenen speziellen
Wahl der RB herrühren, sind durch eine ausreichende Vergrößerung des Berechnungsgebietes
verringerbar [70]. Aus diesem Grund sind die nachfolgend abgeleiteten Aussagen lediglich
von qualitativer Bedeutung. Zwischen den Einschlüssen weisen die Magnetfeldlinien eine
höhere Dichte als links und rechts neben den Partikeln auf. Dadurch kommt es zu einer in-
homogenen Magnetisierung, die schlussendlich in einer gekoppelten magnetomechanischen
Rechnung zu anziehenden resultierenden Lasten führt. Qualitativ ähnelt dieses Problem der
Wechselwirkung zweier magnetischer Dipole. Ein quantitativer Vergleich der Simulationser-
gebnisse mit einem Dipol-Dipol-Modell ist durch die begründete Inhomogenität der inneren
Magnetfelder jedoch nicht zweckmäßig.
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Abbildung 3.17: Zwei kreisförmige Einschlüsse B− der Durchmesser d im Abstand lP umgeben von nicht ma-
gnetisierbarem Material B+ in einem zur x1-Achse symmetrischen Magnetfeld, das durch ein lineares Vektorpo-
tential an einem vollständig gelagerten Rand entsteht: (a) schematische Darstellung des Berechnungsmodells
und (b) Beträge der Anziehungskraft der inhomogen magnetisierten Partikel und der mechanischen Rückstell-
kraft der elastischen Bettung in Abhängigkeit des Partikelabstandes lP für magnetisch lineares Verhalten.
Zum Verständnis und für eine gezielte Interpretation der nachfolgenden Ergebnisse dient
die Abbildung 3.17 (b). Die blaue Kurve gibt die Anziehungskraft der magnetisch linearen
Partikel wieder, welche jeweils als resultierende Last wirkt, mit ihrer Wirkungslinie durch
den Mittelpunkt des Partikels geht und zum Koordinatenursprung gerichtet ist. Sie nimmt
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einen positiven Wert für die Ausgangskonfiguration lP = 10µm an. Mit einer Verringerung
des Abstandes lP steigt diese Kraft progressiv an und divergiert für lP → d. Aus einer rein
mechanischen, verschiebungsgesteuerten Rechnung folgt die Kraft, die notwendig ist, um
den aktuellen Abstand zwischen den Einschlüssen auf lP < 10µm zu verringern. Ihr Verlauf
ist in der Abbildung 3.17 (b) rot dargestellt. Im Ausgangszustand, bei lP = 10µm, ist die
elastische Rückstellkraft erwartungsgemäß gleich Null. Ein erster Schnittpunkt beider Kur-
ven, bei lP ≈ 9,2µm, entspricht einer Verschiebung des linken Partikels von u1 ≈ 0,4µm
und des rechten Partikels von u1 ≈ −0,4µm. Bis zu dieser Konfiguration ist die magneti-
sche Anziehungskraft größer als die elastische Rückstellkraft. Daraus folgt eine Verschiebung
beider Partikel aufeinander zu, bis zum Erreichen eines stabilen Gleichgewichtszustandes,
die dem ersten Schnittpunkt beider Kurven entspricht. Der zweite Schnittpunkt der Kurven,
bei lP ≈ 6,8µm, ist eine instabile Gleichgewichtslage. Theoretisch ist diese durch zusätzliche
mechanische Kräfte erreichbar, die exakt zum Gleichgewicht mit der magnetischen Anzie-
hungskraft und der elastischen Rückstellkraft führen. Die Größe der zusätzlich notwendigen
Kraft entspricht der Differenz zwischen der roten und blauen Kurve. Bei lP ≈ 6,8µm ver-
schwindet diese Differenz zu Null. Allerdings würde eine kleine Störung zu einem Kraftre-
siduum führen, welches wiederum eine Verschiebung zur Folge hätte. Dies würde schluss-
endlich zur Vergrößerung des Residuums und der Verschiebung führen, was in der nächsten
Iteration eine weitere Steigerung zur Folge hätte. In dieser Arbeit erfolgt keine genauere
Betrachtung eines solchen Stabilitätsproblems.
Für moderate Verschiebungen ist die sich aus dem Verhalten des implementierten neo-HOOKE-
Modells ergebende elastische Rückstellkraft durch eine Gerade approximierbar, siehe Abbil-
dung 3.17 (b). Aus der linearen Abhängigkeit des Anstieges dieser Geraden vom Elastizitäts-
modul folgt die Bedingung E+ ¦ 56 · 103 Pa, damit sich beide Kurven überhaupt schneiden
und eine numerische Rechnung konvergieren kann. Ein steiferes Matrixmaterial, verbunden
mit einem vom Betrag her höheren Geradenanstieg, hätte entsprechend kleinere Partikelver-
schiebungen zur Folge.
Weiterhin ist bei gegebenen magnetischen und elastischen Materialeigenschaften ein erfor-
derlicher Mindestabstand zweier Partikel zueinander in der unbelasteten Referenzkonfigura-
tion abschätzbar, um einen stabilen Gleichgewichtszustand überhaupt zu ermöglichen. Die
Nullstelle der Anfangstangente an die rote Kurve der elastischen Rückstellkraft entspricht
diesem erforderlichen Mindestabstand. Ihr Anstieg ist über den Elastizitätsmodul festgelegt.
Der Verlauf der magnetischen Anziehungskraft bleibt unverändert. Damit die Konvergenz
einer Rechnung möglich ist, müssen sich, wie im Vorfeld bereits aufgeführt, beide Kurven
schneiden. Somit lässt sich durch einfaches Parallelverschieben der elastischen Anfangstan-
gente der Mindestabstand ermitteln. Aus der hier geführten Argumentation geht die Ursache
für die in [207] angesprochenen Konvergenzprobleme hervor.
Das Verhalten der Anordnung aus der Abbildung 3.17 (a) wird nachfolgend mit vier unter-
schiedlichen Ansätzen betrachtet, die sich aus der Kombination der Modelle großer und klei-
ner Deformationen mit magnetisch nichtlinearem und linearem Verhalten ergeben. Es gelten
die zuvor angegebenen Geometrie- und Materialparameter. Die magnetische Belastung er-
folgt inkrementell mit 20 äquidistanten Lastschritten. Das Maximum von ∆â3 = 14µT m ist
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an die experimentell bestimmte Magnetisierungskurve des CIP CC von BASF angepasst, siehe
Abbildung 2.5 (b). In der Abbildung 3.18 (a) ist die Verschiebung u1 des Mittelpunktes des lin-
ken Einschlusses in Abhängigkeit der magnetischen Belastung für alle vier Modellvarianten
dargestellt.
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Abbildung 3.18: Simulationsergebnisse für große und kleine Deformationen mit nichtlinearem und linearem
Magnetisierungsverhalten von zwei wechselwirkenden Einschlüssen im Magnetfeld: (a) Verschiebung u1 des
linken Einschlusses und (b) magnetische Flussdichte b1 im Koordinatenursprung in Abhängigkeit der magneti-
schen Belastung ∆â3.
Aufgrund des hohen Kontrastverhältnisses der mechanischen Moduln ist die Verschiebung
der beiden Partikel in guter Näherung als Starrkörperbewegung anzusehen. Die größte Ver-
schiebung ergibt sich aus dem Modell mit magnetisch linearem Material unter großen De-
formationen und ist circa 17 % größer als die des Modells mit kleinen Deformationen. Das
Maximum von u1 = 0,42µm gleicht dem bereits vorhergesagten Wert aus dem ersten Schnitt-
punkt beider Kurven in der Abbildung 3.17 (b). Durch die Aktualisierung der Konfiguration
wird die progressiv anwachsende magnetische Anziehungskraft mit in die Berechnung einbe-
zogen. Je weiter sich die Partikel annähern, umso größer ist die attraktive Wechselwirkung
zwischen ihnen. Bei dem Modell mit kleinen Deformationen erfolgt die Lösung aller Last-
schritte stets auf der Referenzkonfiguration, sodass vom Partikelabstand lP abhängige Lasten
keine Berücksichtigung finden. Die beiden Kurven des magnetisch linearen Modells haben in
der Abbildung 3.18 (a) einen parabolischen Verlauf. Dies ist durch die quadratischen Terme
der magnetischen Spannung aus der Gleichung (2.92) erklärbar. Einen signifikanten Einfluss
hat die Berücksichtigung einer magnetischen Sättigung. Die anfangs ebenfalls parabolisch an-
wachsenden Kurven flachen ab und besitzen für mittlere und hohe magnetische Lasten einen
degressiven Verlauf. Die Ergebnisse zwischen großen und kleinen Deformationen weichen in
diesem Fall nur marginal voneinander ab, wobei die Berechnung mit großen Deformationen
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erneut größere Verschiebungen ergibt. Folglich ist für magnetisch nichtlineares Materialver-
halten eine Unterscheidung zwischen großen und kleinen Deformationen hinfällig.
In der Abbildung 3.18 (b) ist der berechnete Verlauf der magnetischen Flussdichte b1 im Ko-
ordinatenursprung x1 = x2 = 0 dargestellt. Ein Annähern der Partikel bewirkt eine Konzen-
tration der magnetischen Feldlinien im Matrixmaterial zwischen den Einschlüssen. Dies führt
im Modell mit großen Deformationen und linearem magnetischen Materialverhalten zu ei-
nem überproportionalen Verlauf (rote Kurve). Das Modell mit kleinen Deformationen liefert
erwartungsgemäß einen proportionalen Zusammenhang zwischen der magnetischen Belas-
tung ∆â3 und der magnetischen Flussdichte b1 (grüne Kurve). Die Berücksichtigung von
Sättigungseffekten führt zu einer unterproportionalen Abhängigkeit (schwarze und blaue
Kurven), wobei erneut kaum ein Unterschied zwischen den Modellen mit großen und klei-
nen Deformationen erkennbar ist.
3.7.2 Elliptischer Einschluss im zur Hauptachse gedrehten
Magnetfeld
Da die reale Form von Partikeln in MRE von einer ideal sphärischen Gestalt abweicht, ist das
resultierende Drehmoment ein wesentlicher Bestandteil der magnetomechanischen Kopp-
lung, siehe auch [80, 202]. Aufbauend auf den Erkenntnissen des Unterabschnittes 3.6.4
wird im Folgenden als Demonstrationsbeispiel ein Einschluss mit einem elliptischen Quer-
schnitt der Halbachsen e1 = 0,5µm und e2 = 0,2µm betrachtet, siehe Abbildung 3.19 (a).
Die Hauptachse des Einschlusses fällt in der Ausgangskonfiguration mit der Winkelhalbie-
renden x1 = x2 zusammen. Das vorgegebene Magnetfeld bewirkt ein Drehmoment, welches
zur Verdrehung des Partikels um den Winkel γ in der weichen elastischen Einbettung führt.
Analog zum vorangegangen Unterabschnitt sind dem Einschluss die Parameter µ−r = 27,61
beziehungsweise M B−S = 8,68 · 105 A m−1 und δB− = 0,88 T−1 sowie E− = 2,1 · 1011 Pa und
ν− = 0,3 zugeordnet. Das Matrixmaterial wird durch µ+r = 1 sowie E
− = 1 · 106 Pa und
ν+ = 0,4 abgebildet. Das quadratische Berechnungsgebiet besitzt eine Kantenlänge von
lB = 2µm und besteht aus 128× 128 Q8-Elementen. Der Anstieg der Ebenengleichung zur
Vorgabe der wesentlichen RB des Vektorpotentials orientiert sich erneut an den experimen-
tellen Daten der Magnetisierungskurve, siehe Abbildung 2.5 (b). Daraus folgt eine Differenz
zwischen Ober- und Unterseite von ∆â3 = 2,5µT m. Am gesamten Rand sind homogene
Verschiebungsrandbedingungen û1 = û2 = 0 vorgegeben, vergleiche Abbildung 3.19 (a).
In diesem Beispiel lässt sich aus dem hohen Kontrastverhältnis der mechanischen Moduln
auf eine annähernd verzerrungsfreie Starrkörperrotation des Einschlusses schließen, wobei
der magnetisierbare Einschluss bestrebt ist, sich mit der großen Halbachse parallel zum Ma-
gnetfeld auszurichten. Der in der Abbildung 3.19 (b) dargestellte Verlauf des resultierenden
Drehmomentes kann quantitativ nicht durch die Beziehung (C.74) wiedergegeben werden,
da durch die spezielle Wahl der RB das äußere Magnetfeld inhomogen ist. In Übereinstim-
mung mit theoretischen Betrachtungen liegt das Maximum des magnetischen Drehmomentes
(blaue Kurve) bei γ = 0. Es verringert sich mit zunehmender Verdrehung, bis es schließlich
bei einem Winkel von γ= 45° verschwindet. Für diese Konfiguration liegt die Halbachse e1 in
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der Symmetrieebene des äußeren Magnetfeldes. Durch die vorhandenen Symmetrien der ma-
gnetischen Felder wirkt die magnetische Belastung als Gleichgewichtsgruppe in der gekoppel-
ten magnetomechanischen Rechnung, sodass das resultierende Drehmoment verschwindet.
Das elastische Rückstellmoment (rote Kurve) folgt aus einer rein mechanischen Rechnung
mit großen Deformationen folgt. Es ist annähernd linear und verschwindet für γ = 0. Auch
hier ist die gering ausgeprägte Nichtlinearität auf die moderaten Verzerrungen im Zusam-
menhang mit dem implementierten neo-HOOKE-Modell zurückzuführen. Der Schnittpunkt
beider Kurven, bei γ ≈ 18°, entspricht dem sich einstellenden Gleichgewichtszustand einer
gekoppelten magnetomechanischen Berechnung. Eine instabile Gleichgewichtslage ist bei
dieser Anordnung nicht erkennbar. Die in [207] angesprochenen Konvergenzprobleme sind
auf sehr hohe Verzerrungen des Matrixmaterials zurückzuführen.
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Abbildung 3.19: Magnetisierbarer elliptischer Einschluss B− mit den Halbachsen e1 und e2 umgeben von nicht
magnetisierbarem Material B+ in einem zur Hauptachse gedrehten magnetischen Feld, das durch ein lineares
Vektorpotential an einem vollständig gelagerten Rand entsteht: (a) schematische Darstellung des Berechnungs-
modells und (b) Beträge des resultierenden Dreh- und des mechanischen Rückstellmomentes der elastischen
Bettung in Abhängigkeit des Verdrehwinkels γ für magnetisch lineares Verhalten.
Anhand des von der magnetischen Belastung ∆â3 abhängigen und in der Abbildung 3.20 (a)
dargestellten Verdrehwinkels γ erfolgt ein Vergleich der unterschiedlichen Modellkombina-
tionen. Erwartungsgemäß sind die Verdrehungen für magnetisch lineares Materialverhalten
deutlich größer als für nichtlineares. Im Gegensatz zu den Ergebnissen im vorangegangenen
Unterabschnitt liegt die Verdrehung des Modells mit großen Deformationen (rote Kurve) un-
ter der mit kleinen Deformationen (grüne Kurve). Der größte Unterschied von γ zwischen
beiden Modellen beträgt circa 15 %. Dies lässt sich wiederholt mit der Konfigurationsabhän-
gigkeit begründen. Das Modell mit kleinen Deformationen wird stets bezüglich der Referenz-
konfiguration γ= 0 gelöst. In dieser Anordnung ist das magnetische Drehmoment maximal,
vergleiche Abbildung 3.19 (b). Ein Bezug des Systems auf die momentane Konfiguration ist
immer mit geringeren Werten des resultierenden magnetischen Drehmomentes verknüpft.
Die auf Basis der Abbildung 3.19 (b) prognostizierte Gleichgewichtslage ist mit γ = 17,86°
sehr gut reproduzierbar. Sie entspricht dem globalen Maximum der roten Kurve in der Abbil-
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dung 3.20 (a). Die vorstehende Argumentation ist auch auf die Ergebnisse mit magnetisch
nichtlinearem Materialverhalten übertragbar (schwarze und blaue Kurven). Der Einfluss ei-
ner Sättigung der Magnetisierungskurve ist wiederholt signifikant. Für kleine Lasten weisen
alle Kurven anfänglich einen parabolischen Verlauf auf und fallen erwartungsgemäß zusam-
men. Der Unterschied zwischen der Betrachtung mit kleinen und großen Deformationen für
magnetisch nichtlineares Materialverhalten ist erneut sehr gering.
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Abbildung 3.20: Simulationsergebnisse für große und kleine Deformationen mit nichtlinearem und linearem
Magnetisierungsverhalten eines elliptischen Einschlusses im zur Hauptachse gedrehten Magnetfeld: (a) Ver-
drehwinkel γ des Einschlusses und (b) magnetische Flussdichte b1 im Koordinatenursprung in Abhängigkeit
der magnetischen Belastung.
Der Einfluss der vier unterschiedlichen Modellierungsansätze auf die magnetischen Felder
ist in der Abbildung 3.20 (b) exemplarisch anhand der Flussdichte b1 im Koordinatenur-
sprung x1 = x2 = 0 zu sehen. An dieser Stelle unterscheiden sich die Kurven deutlicher als
die der analogen Darstellung des vorangegangenen Problems der Abbildung 3.18 (b). Dies
ist durch die Formanisotropie des Einschlusses zu begründen, welche mit den Ausführungen
zum Demagnetisierungstensor im Anhang C.4.2 zu verstehen ist. Die vergleichsweise grö-
ßeren Absolutwerte von b1 ergeben sich daraus, dass hier ein Punkt des magnetisierbaren
Einschlussmaterials und im vorangegangenen Unterabschnitt des nicht magnetisierbaren Ma-
trixmaterials betrachtet wird. Erneut zeigt die rote Kurve ein überproportionales Verhalten
und liegt damit über der von der Konfiguration unabhängigen grünen Geraden. Eine Be-
rücksichtigung der magnetischen Sättigung führt auf annähernd gleiche, unterproportionale
Verläufe (schwarze und blaue Kurven).
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Strukturen
Im Rahmen des vorgeschlagenen Modells sind MRE auf zwei verschiedenen Längenskalen
zu betrachten. In einem Probekörper lassen sich die wenige Mikrometer großen magnetisier-
baren Partikel, die beispielsweise dem CIP CC von BASF entstammen, nicht mit dem bloßen
Auge erkennen. Makroskopisch gesehen ist die Probe homogen. Durch entsprechende bildge-
bende Verfahren sind einzelne Partikel und daraus gebildete Strukturen identifizierbar. Diese
mikroskopischen Heterogenitäten können ein anisotropes Verhalten hervorrufen, das sich auf
die Makroskale überträgt. Die in der vorliegenden Arbeit zugrunde gelegte kontinuumsme-
chanische Beschreibung begrenzt die räumliche Auflösung nach unten hin. Eine Betrachtung
kleinerer Längenskalen, auf welcher Molekülketten des Elastomers und magnetische Domä-
nen der Partikel oder einzeln aufgelöste Atome beschreibbar sind, entfällt. Demnach sind die
im Folgenden relevanten Längenskalen mit der Mikro- und Makroskale festgelegt.
Das Ziel dieses Kapitels ist die Vorhersage des effektiven Verhaltens heterogener Mikrostruk-
turen anhand von MRE. Dabei stehen qualitative Aussagen zum Verständnis von Kopplungs-
effekten im Vordergrund. Diese sind neben dem rein magnetischen und mechanischen Mate-
rialverhalten durch aktuatorische Spannungen, magnetostriktive Dehnungen oder den MR-
Effekt beschreibbar. Weiterhin werden durch mikroskopische Betrachtungen entscheidende
Grundlagen für gekoppelte Mehrskalensimulationen im Rahmen der Analyse makroskopi-
scher RWA bereitgestellt. Reversible makroskopische Materialmodelle, die zum einen an ex-
perimentelle Daten und andererseits auch an die hier bereitgestellten effektiven Kurven ange-
passt werden können, sind unter anderem in [32, 33, 50, 55] enthalten. Für viskoelastisches
Verhalten des Matrixmaterials sei auf die Publikationen [195, 196] verwiesen. In vielen Ar-
beiten sind phänomenologisch motivierte, makroskopische Modellierungsansätze für MRE
mit isotropen beziehungsweise anisotropen Eigenschaften zu finden [31, 54, 93, 125, 186,
199].
Nach einem einführenden Überblick über verschiedene Homogenisierungsverfahren erfolgt
die Beschreibung der verwendeten Methode und deren numerische Umsetzung. Die sich an-
schließenden Abschnitte enthalten beispielhafte Analysen von idealisierten und zufälligen
Mikrostrukturen, wobei den oben angesprochenen magnetomechanischen Kopplungseffek-
ten eine besondere Bedeutung zukommt.
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4.1 Überblick und Einordnung
Die rechnergestützte Analyse makroskopischer Bauteile ist ein wesentlicher Bestandteil von
Konstruktions- und Entwicklungsprozessen. Zur hinreichend genauen Abbildung des Materi-
alverhaltens ist vor allem bei Verbundwerkstoffen die heterogene Struktur und das Verhalten
der Konstituenten in die Modellierung mit einzubeziehen. Dies ist auf herkömmlichem Weg
durch eine direkte Simulation in der Regel mit einem nicht vertretbaren Aufwand verbunden.
Durch die Anwendung von Homogenisierungsmethoden ist ein Brückenschlag zwischen den
unterschiedlichen Längenskalen möglich. Somit finden die Eigenschaften der unterschiedli-
chen Strukturebenen in einem homogenen Ersatzkontinuum Berücksichtigung und sind am
makroskopischen Verhalten des Bauteils beteiligt. Die dafür notwendige Voraussetzung, dass
die charakteristische Abmessung der Inhomogenitäten d ≈ 5µm sehr viel kleiner ist als die
Größe des betrachteten Körpers und des Wirkungsbereiches äußerer Lasten lKc > 1mm, ist
für die zu modellierenden MRE erfüllt. Die rechnerische Vorhersage des effektiven Verhaltens
kann zur Reduktion von aufwendigen experimentellen Untersuchungen beitragen und damit
den Entwicklungsprozess effizienter gestalten. Dabei interessiert insbesondere der Einfluss
von Form, Größenverteilung und dem Volumenanteil magnetisierbarer Partikel sowie deren
Anordnung im polymeren Matrixmaterial.
Homogenisierungsverfahren lassen sich in verschiedene Gruppen einteilen. Der einfachste
Fall zur Bestimmung effektiver Kennwerte führt auf sogenannte Grenzen respektive Schran-
ken. In diesem Zusammenhang stehen die Beiträge von VOIGT [234], REUSS [189] sowie
HASHIN und SHTRIKMAN [97]. Erweiterungen für nichtlineares Materialverhalten sind unter
anderem in [177, 219] enthalten. Nach [204] sind die klassischen analytischen Methoden
auf das Einschlussproblem nach ESHELBY [67] zurückzuführen. Darauf aufbauend seien das
selbstkonsistente Modell [139] und das MORI-TANAKA-Modell [18, 160] erwähnt. Theorien
höherer Ordnung stammen von PONTE CASTAÑEDA und SUQUET [175, 176, 180]. Weiterhin
seien die asymptotische Homogenisierung [17, 193], die Methode der Zellen [1, 59, 170]
und der auf der schnellen FOURIER-Transformation basierende Ansatz aus [161] genannt.
Durch einen stetigen Performanceanstieg der Rechentechnik finden zunehmend rechnerge-
stützte Methoden der Homogenisierung Anwendung, die ohne die explizite Formulierung
eines makroskopisches Materialgesetzes durch eine Mehrskalensimulationen das Bauteilver-
halten vorhersagen. Diese Verfahren besitzen praktisch keine Einschränkungen bezüglich der
abzubildenden strukturellen Eigenschaften und des konstitutiven Verhaltens des Verbund-
werkstoffes. Demnach sind sie den zuvor benannten analytischen und semianalytischen An-
sätzen gegenüber im Vorteil. Aus den Übersichtsartikeln [82, 105, 126, 174, 238], den Bü-
chern [25, 73] und der darin zitierten Literatur geht das große Forschungsinteresse der rech-
nergestützten Homogenisierung hervor.
Homogenisierungsmethoden für magnetisch aktive Verbundwerkstoffe bilden ein noch recht
junges Forschungsgebiet, welches in den vergangenen zehn Jahren stark an Aufmerksamkeit
gewann. Dabei lassen sich die unterschiedlichen Arbeiten in Abhängigkeit der zu modellie-
renden Phänomene und der dafür zu betrachtenden Skalen deutlich voneinander abgrenzen.
BILLARDON et al. [30, 51] simulieren reversibles magnetisches Verhalten ausgehend von der
78
4.2 Skalenübergang
Skale magnetischer Domänen. Dadurch kann der mikroskopische, an die magnetischen Do-
mänen geknüpfte Einfluss auf das makroskopische Magnetisierungsverhalten und die Magne-
tostriktion in polykristallinen Werkstoffen erfasst werden. Auf dem Gebiet der elektromecha-
nisch gekoppelten Feldprobleme existieren einige Ansätze der mehrskaligen Modellierung,
beispielsweise [192, 198], wobei in [98] auf die Analogie zu magnetomechanischen Proble-
men verwiesen ist. In [2, 132] wird das effektive Materialverhalten magneto-elektro-thermo-
elastischer Materialien auf der Grundlage asymptotischer Homogenisierungsverfahren unter
der Voraussetzung kleiner Deformationen berechnet. Die in [235, 240] betrachteten Partikel
besitzen magnetostriktive Eigenschaften und unterscheiden sich demnach von dem in dieser
Arbeit unterstellten Verhalten der magnetisierbaren Einschlüsse. Im Unterschied dazu wer-
den die Partikel in [24] als starr angenommen und die innere Struktur des MRE bleibt ohne
Berücksichtigung. Ein dipolbasierter Ansatz für die Partikel wird in [151, 173] verwendet
und darauf aufbauend eine Methode zum Skalenübergang beschrieben.
Schlussendlich seien zwei Arbeitsgruppen aufgeführt, die sich aktuell mit dem Thema ei-
ner kontinuumsbasierten Homogenisierung magnetomechanisch gekoppelter Feldprobleme
von MRE beschäftigen. Dazu zählen zum einen die analytischen Modelle [78 – 81, 178] von
PONTE CASTAÑEDA et al. und zum anderen der numerische Ansatz von STEINMANN et al.
in [35, 117]. Weiterhin verwendet die letztgenannte Gruppe eine modifizierte MORI-TANAKA-
Methode zur Beschreibung des Vernetzungsprozesses von MRE [106].
4.2 Skalenübergang
Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen sei ein makroskopisch homogener Körper der
charakteristischen Abmessung lKc , siehe Abbildung 4.1 (b), der magnetisch und mechanisch
belastet ist. Die daraus resultierenden Beanspruchungen sind als makroskopische Felder im
Allgemeinen inhomogen. Zusätzlich kann die einem makroskopischen Punkt zugrunde lie-
gende Mikrostruktur vom Ort abhängig sein, siehe Abbildungen 4.1 (a) und (c). Die hier
betrachteten Inhomogenitäten der charakteristischen Größe d erfüllen die als Skalensepara-
tion bezeichnet Bedingung
d ≪ lKc . (4.1)
Das Problem ist demnach durch eine Verknüpfung von RWA auf deutlich zu unterscheidenden
Längenskalen festgelegt. Der in der Abbildung 4.1 dargestellte Skalenübergang zwischen der
heterogenen Mikroskale und dem zugeordneten Punkt der homogenen Makroskale umfasst
nach [218] die vier Schritte:
(i) Definition eines repräsentativen Volumenelementes, das die strukturellen und materi-
ellen Eigenschaften der Mikroskale wiedergibt,
(ii) Bestimmung makroskopischer Größen aus denen der Mikroskale (Volumenmittelung),
(iii) Definition und Lösung einer RWA des RVE (Lokalisierung) und
(iv) Bestimmung des Zusammenhangs zwischen den arbeitskonjugierten Größen der Ma-
kroskale (Tangentensteifigkeitsmatrix).
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Abbildung 4.1: Belasteter Körper mit unterschiedlichen Mikrostrukturen der charakteristischen Größe d – ex-
emplarisch dargestellt durch lichtmikroskopische Aufnahmen von in Öl suspendierten CIP CC von BASF: (a) zu-
fällig angeordnete Partikel ohne äußeres Magnetfeld, (b) makroskopisch homogener Körper K der charakteris-
tischen Größe lKC unter magnetischer und mechanischer Belastung und (c) durch ein horizontales Magnetfeld
in kettenförmigen Strukturen ausgerichtete Partikel.
In den folgenden Unterabschnitten werden die Punkte (i) – (iii) aufgegriffen und am Beispiel
von MRE erläutert. Der Schritt (iv), die Bestimmung der makroskopischen Tangentenstei-
figkeitsmatrix, stellt keinen Schwerpunkt dieser Arbeit dar, da keine gekoppelte Mehrska-
lensimulation umgesetzt ist, sondern die Berechnung und Analyse des effektiven Verhaltens
verschiedener Mikrostrukturen im Vordergrund steht. Die im Unterabschnitt 4.4.2 präsentier-
ten Ergebnisse einer linearen Problemstellung dienen der Verifikation der implementierten
Methode. Ein Einstieg zur Bestimmung der makroskopischen Tangentensteifigkeit nichtlinea-
rer RWA findet sich in [153, 222]. Mit den hier gewonnen Erkenntnissen und Ergebnissen
besteht die Möglichkeit zur Parameteridentifikation eines makroskopischen Materialmodells.
Im Weiteren wird sich auf den Sonderfall kleiner Deformationen beschränkt, sodass die in den
vorangegangen Kapiteln beschrieben Vereinfachungen gelten. Die nachfolgenden Ausführun-
gen sind auszugsweise in [205] enthalten und stützen sich auf das in [92] vorgeschlagene
Vorgehen zur numerischen Homogenisierung.
4.2.1 Repräsentative Volumenelemente
Die Idee, das Verhalten und den Zustand makroskopischer Punkte anhand eines RVE zu be-
stimmen, ist auf [96, 100, 217, 218] zurückzuführen. Detaillierte Analysen zur Größe und
Auswahl von RVE sind durch [8, 56, 91, 124, 161] gegeben. Das Konzept eines RVE wird im
Folgenden aufgegriffen und für gekoppelte magnetomechanische Feldprobleme angewendet.
Dabei stellt ein RVE einen Bereich der Mikroskale dar, der statistisch gesehen die Eigenschaf-
ten eines Punktes des Verbundwerkstoffes auf der Makroskale abbildet. Ist die Mikrostruktur
irregulär, so muss die charakteristische Abmessung des RVE lRVEc der Bedingung
lRVEc ≫ d (4.2)
genügen, um aus statistischen Gesichtspunkten ausreichend viele Inhomogenitäten zu ent-
halten, siehe Abbildung 4.2 (a). Für Komposite mit einer periodischen Mikrostruktur ist der
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repräsentative Bereich durch eine Einheitszelle der Größe
lRVEc ≈ d (4.3)
festgelegt, aus deren periodischer Aneinanderreihung der makroskopische Körper zusam-
mengesetzt werden kann. Zwei Beispiele mit kettenförmig angeordneten Partikeln sind in
den Abbildungen 4.2 (b) und (c) dargestellt. Dadurch sind Modelle periodischer Mikrostruk-
turen wesentlich kleiner und eine sehr effiziente Berechnung des mehrskaligen Problems ist
möglich.
(a) (b) (c)
Abbildung 4.2: Unterschiedliche Mikrostrukturen erfasst durch: (a) ein repräsentatives Volumenelement sowie
(b) und (c) periodisch fortsetzbare Einheitszellen.
Die RVE, welche im Rahmen dieser Arbeit zur Modellierung von MRE betrachtet werden,
unterliegen der Restriktion, dass ihr Rand ausschließlich im nicht magnetisierbaren Matrix-
material verlaufen darf. Damit ist die Lage der Gebietsberandungen in der Abbildung 4.2
nicht beliebig, sondern bewusst so gewählt. Diese Einschränkung ist mit den Erkenntnissen
aus den Unterabschnitten 3.6.2 und 3.7.1 anhand der idealen Partikelanordnung aus der Ab-
bildung 4.2 (c) zu verstehen. Die magnetischen Felder in und um jeden einzelnen Einschluss
sind symmetrisch. Dies bewirkt im mechanischen Teil des gekoppelten Feldproblems eine Par-
tikelbelastung, die jeweils einer Gleichgewichtsgruppe entspricht, siehe Unterabschnitt 3.6.2.
Auf keinen Partikel wirkt demnach eine resultierende Last. Anders ausgedrückt bedeutet
dies, dass ein magnetisierbarer Einschluss gleich stark von seinem linken und rechten so-
wie oberen und unteren Nachbarn angezogen beziehungsweise abgestoßen wird. Dies ist
auf die danebenliegenden Partikel übertragbar und für die periodische Struktur unendlich
weit fortsetzbar. Würde die Einheitszelle in der Abbildung 4.2 (c) soweit verschoben, dass der
enthaltene magnetisierbare Einschluss den Rand schneidet, so wären die Lastverteilungen,
welche auf die einzelnen Partikelteile wirken, trotz der Symmetrie der magnetischen Feldver-
teilungen keine Gleichgewichtsgruppen mehr. Dies äußert sich in resultierenden Kräften, die
physikalisch in der ideal periodischen Struktur der Abbildung 4.2 (c) nicht nachzuvollziehen
sind. Das Resultat dieser Argumentation ist auch auf RVE zufällig angeordneter Partikel zu
übertragen, vergleiche Abbildung 4.2 (a).
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4.2.2 Volumenmittelung
Zur Berechnung makroskopischer Variablen aus den zugeordneten Feldverteilungen eines
RVE mit dem Gebiet B0 und dem Rand ∂B0 wird das Volumenmittel
〈(·)〉= 1
V
∫
B0
(·)dV (4.4)
eingeführt, wobei nachfolgend ein Querstrich (̄·) als Kennzeichnung einer makroskopischen
Größe dient.
An dieser Stelle und im Folgenden gilt eine Beschränkung auf zweidimensionale ebene Pro-
bleme mit B3 = 0, H3 = 0 und Ak = δk3A3. Die auftretenden Gebietsintegrale sind mit dem
Satz von GAUSS auf die Berandung des RVE überführbar. Die effektive magnetische Fluss-
dichte berechnet sich mit der Gleichung (2.79) aus
B̄k =
1
V
∫
∂B0
ekmnAnnm dA . (4.5)
Für die magnetische Feldstärke ergibt sich mit einer verschwindenden elektrischen Strom-
dichte jk = 0 in der Gleichung (2.58 b) der Zusammenhang
H̄k =
1
V
∫
∂B0
1
2
eklneqsnHq x lns dA . (4.6)
Der makroskopische Verzerrungszustand ist über die Beziehung (2.15) durch
ǭkl =
1
V
∫
∂B0
1
2
(uknl + ulnk)dA (4.7)
aus dem mikroskopischen Verschiebungsfeld berechenbar. Für die effektive Gesamtspannung
folgt aus der Gleichgewichtsbedingung (2.90) mit einer verschwindenden spezifischen Kraft
σ̄
ges
kl
=
1
V
∫
∂B0
σ
ges
ml
nmxk dA . (4.8)
Mit den angegebenen Gleichungen (4.5) – (4.8) sind die Zusammenhänge zwischen den
Feldgrößen der Mikro- und Makroskale hergestellt. In [126, 246] werden die Beziehungen
ǭkl = 〈ǫkl〉 und σ̄kl = 〈σkl〉 als BISHOP-HILL-Relationen [22] bezeichnet.
4.2.3 Lokalisierung – Energieäquivalenz und Randbedingungen
Ein entscheidendes Kriterium für den Skalenübergang ist durch die HILL-Bedingung gege-
ben [100]. Die auch als Makrohomogenitätsbedingung oder Energieäquivalenz bezeichne-
te Beziehung fordert die Gleichheit der Energien zweier Skalenebenen. Zum einen ist das
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die Energie der homogenisierten Makroskale und zum anderen die aus dem Volumenmittel
der mikroskopischen Feldverteilungen berechnete Energie. Eine Ratenformulierung wird an
dieser Stelle nicht benötigt, da die hier modellierten Phänomene reversibel sind. Aus der
HILL-Bedingung lassen sich die RB für die zu lösende RWA des RVE ableiten. Damit können
aus vorgegebenen makroskopischen Größen die lokalen Feldverteilungen berechnet werden.
Dieser Vorgang wird als Lokalisierung bezeichnet.
Magnetisches Teilproblem
Für den magnetischen Teil des gekoppelten Feldproblems muss
H̄kB̄k = 〈HkBk〉 (4.9)
erfüllt sein. An dieser Stelle seien lediglich die periodischen RB
A3 = e3kl B̄k x l + Ã3 mit (4.10 a)
Ã
p
3 = Ã
n
3 und (4.10 b)
k
p
3 = −kn3 (4.10 c)
angegeben. Die Aussage, dass sich periodische RB auch für die Analyse nicht periodischer
Mikrostrukturen eignen, ist nach [241] beispielsweise auf [124] zurückzuführen. In [228,
229] werden periodische RB für ferro- und piezoelektrische Materialien verwendet, wobei
die betrachteten Strukturen keine Periodizität besitzen. In der Gleichung (4.10) bezeichnen
die hochgestellten Buchstaben Punkte auf gegenüberliegenden Rändern des RVE, siehe Abbil-
dung 4.3 (a). Das auf dem Rand des Berechnungsgebietes ∂B0 vorzugebende Vektorpotential
besteht aus einem Anteil, der linear von der bekannten makroskopischen magnetischen Fluss-
dichte B̄k abhängig ist und einem Fluktuationsterm Ã3. Der zweite Beitrag ist an zugeordne-
ten Punkten auf gegenüberliegenden Rändern gleich groß, das heißt periodisch, wohingegen
die entsprechende magnetische Schnittgröße k3 = e3klHknl antiperiodisch ist.
Die Lokalisierung besteht in der Lösung des Gleichungssystems (3.52) mit den periodischen
Randbedingungen (4.10). Die effektive magnetische Feldstärke ist durch die Auswertung
der Gleichung (4.6) berechenbar. Aus einer makroskopischen Form der Verknüpfungsglei-
chung (2.61) lässt sich die makroskopische Magnetisierung M̄k aus der gegebenen Flussdich-
te B̄k und der ermittelten Feldstärke H̄k bestimmen.
Mechanisches Teilproblem
Die Homogenisierung des mechanischen Teils eines gekoppelten Feldproblems basiert auf
der HILL-Bedingung
ǭklσ̄
ges
kl
=


ǫklσ
ges
kl

, (4.11)
ausgedrückt durch den infinitesimalen Verzerrungstensor und die Gesamtspannung. Aus den
daraus ableitbaren RB werden im Folgenden lediglich die periodischen RB
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uk = ǭkl x l + ũk mit (4.12 a)
ũ
p
k
= ũn
k
und (4.12 b)
t
p
k
= −tn
k
(4.12 c)
betrachtet. Nach [103] liefert eine Homogenisierung mit periodischen RB die vergleichsweise
besten Ergebnisse. Das am Rand des RVE vorzuschreibende Verschiebungsfeld besteht aus
einem bezüglich der makroskopischen Verzerrung ǭkl linearen Anteil und Fluktuationen ũk.
Letztere sind periodisch, wohingegen die entsprechenden Schnittgrößen, ausgedrückt durch
den Spannungsvektor der Gesamtspannung tk, antiperiodisch sind.
Aus der Lokalisierung, das heißt der Lösung des Gleichungssystems (3.38) mit den RB (4.12)
und den Vektoren der Knotenkräfte entsprechend der Gleichung (3.55), sind die mikrosko-
pischen Feldverteilungen der Verzerrung und Spannung bekannt. Über die Beziehung (4.8)
ist die effektive Spannung berechenbar.
x1x3
x2
∂B1 n0 ∂B
1 p
0
∂B
2 p
0
∂B2 n0
∆x2
k
RVE
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∆x1
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Abbildung 4.3: Repräsentatives Volumenelement: (a) paarweise gegenüberliegende Ränder ∂Bαp0 und ∂B
αn
0
sowie Verbindungsvektoren ∆xα
k
mit α ∈ {1,2} und (b) nicht konformes Berechnungsnetz mit Kopplung der
Freiwerte des Randes an zusätzliche Masterknoten Mα, Festlager und Vorgabe eines Bezugspotentials.
4.3 Numerische Umsetzung der Homogenisierung
Der im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Skalenübergang wird mit der im Kapitel 3
dargestellten XFEM-Implementierung numerisch gelöst. Alle Informationen der betrachteten
Mikrostruktur sind im Modell eines RVE enthalten. Mit xαp
k
∈ ∂Bαp0 und xαnk ∈ ∂Bαn0 lassen
sich die Koordinaten zweier Punkte auf gegenüberliegenden Rändern des periodisch fortsetz-
baren RVE zuordnen, vergleiche Abbildung 4.3 (a). Die Verbindungsvektoren zwischen zwei
zugeordneten Punkten sind durch die Differenzen der Ortsvektoren
∆xα
k
= x
αp
k
− xαn
k
mit α ∈ {1, 2} (4.13)
definiert und konstant für jedes der beiden Randpaare. Aus dem schematisch dargestellten
Netz in der Abbildung 4.3 (b) ist ein Vorteil der XFEM zu erkennen. Durch die Regelmäßigkeit
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des nicht konformen Berechnungsgitters lassen sich eindeutige Paare von gegenüberliegen-
den Knoten am Rand des RVE identifizieren. Mit der Einführung der Masterknoten Mα, siehe
Abbildung 4.3 (b), können die periodischen RB sehr einfach realisiert werden. Die Freiwerte
eines jeden Knotenpaares werden mit denen der zugeordneten Masterknoten in Verbindung
gesetzt. Aus der Gleichheit der Fluktuationsterme entsprechend der Gleichung (4.10 b) ist
die Beziehung (4.10 a) in
∆Âα3 = A
αp
3 − Aαn3 = e3kl B̄k∆xαl (4.14)
überführbar. Für die Verschiebungsrandbedingungen folgt mit den Gleichungen (4.12 b) und
(4.12 a)
∆ûα
k
= u
αp
k
− uαn
k
= ǭkl∆x
α
l
. (4.15)
Diese Differenzen der Freiwerte gegenüberliegender Knoten sind als wesentliche RB an den
Masterknoten vorzuschreiben. Zusätzlich ist ein Bezugspotential festzulegen, welches in der
Abbildung 4.3 (b) durch das Symbol der Erdung dargestellt ist. Es legt den Absolutwert des
Vektorpotentials fest. Das skizzierte Festlager verhindert in analoger Weise die Starrkörperver-
schiebung des RVE. Bei einer kraftgesteuerten Belastung des RVE, durch einen vorgegebenen
makroskopischen Spannungszustand, ist zusätzlich die Starrkörperrotation zu unterbinden.
Ein weiterer Vorteil der Verwendung von Masterknoten besteht in der einfachen Auswertung
der Integrale in den Gleichungen (4.6) und (4.8). Die effektive magnetische Feldstärke ist
über die Summe
H̄k =
1
V
2∑
α=1
ekl3∆x
α
l
iα (4.16)
berechenbar, wobei die skalaren Reaktionsgrößen iα der Masterknoten dem Integral
iα =
∫
∂B
αp
0
e3qsHqns dA=
∫
∂B
αp
0
k3 dA (4.17)
gleichen. Durch eine makroskopische Variante der Verknüpfungsgleichung (2.61) lässt sich
die effektive Magnetisierung M̄k aus der bekannten Flussdichte B̄k und der ermittelten Feld-
stärke H̄k bestimmen. Analog ist die effektive mechanische Spannung aus
σ̄kl =
1
V
2∑
α=1
∆xα
k
Fα
l
(4.18)
berechenbar [92]. Die in der oben stehenden Gleichung auftretenden Reaktionskräfte der
Masterknoten
Fα
l
=
∫
∂B
αp
0
σklnk dA=
∫
∂B
αp
0
t l dA (4.19)
entsprechen den über den Rand integrierten, antiperiodischen Schnittgrößen. Durch die im
Unterabschnitt 4.2.1 begründete Restriktion für die Lage von magnetisierbarem Material in-
nerhalb eines RVE gilt an dessen Rand Mk = 0 und entsprechend der Gleichung (2.105)
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Eσkl = σkl. Weiterhin vereinfacht sich die modifizierte magnetische Spannung am Rand
zur MAXWELL-Spannung. Gemäß der Gleichung (3.55 b) steht sie im Vektor der äußeren
Knotenkräfte und wird während des Lokalisierungsvorganges am Gebietsrand separat vor-
geschrieben. Somit ist zu verstehen, weshalb die Kraftgrößen in den zwei oben stehenden
Gleichungen (4.18) und (4.19) rein mechanische Größen sind.
Der Vorteil durch die Einführung der Masterknoten Mα besteht demnach nicht nur in der ein-
fachen Umsetzung der periodischen RB, sondern vereinfacht auch die Auswertung, da die
Integration der Schnittgrößen durch eine Summe von zwei Termen ausdrückbar ist. Prinzipi-
elle Ausführungen zur Einarbeitung der RB sowie zur Lösung der entstehenden Gleichungs-
systeme durch Partitionieren sind in [92] zu finden.
4.4 Idealisierte Kettenstruktur
Die im Folgenden vorgestellten Ergebnisse sind Bestandteil der Veröffentlichung [205]. Ne-
ben dem Einfluss des nichtlinearen Magnetisierungsverhaltens und der Betrachtung des Kon-
vergenzverhaltens effektiver linearer Materialparameter in Abhängigkeit der charakteristi-
schen Elementgröße h bildet die Untersuchung der aktuatorischen Spannungen von MRE
mit anisotropen Eigenschaften einen zentralen Aspekt des gekoppelten magnetomechani-
schen Verhaltens. Diese mechanischen Spannungen entstehen unter einer magnetischen Be-
lastung B̄k 6= 0 bei verhinderter makroskopischer Verzerrung ǭkl = 0 des RVE.
Das Magnetisierungsverhalten der drei Einschlüsse in der Abbildung 4.4 (a) wird durch die
Gleichung (2.75) mit den Parametern M H−S = 8,41 · 105 A m−1 und δH− = 2,18 · 10−5 m A−1
beziehungsweise durch das linearisierte Modell (2.76) mit µ−r = 7,11 beschrieben. Die elas-
tischen Materialparameter sind durch E− = 2,1 · 1011 Pa und ν− = 0,3 gegeben. Dem nicht
magnetisierbaren Matrixmaterial sind die Werte µ+r = 1, E
+ = 2 · 105 Pa und ν− = 0,4 zuge-
ordnet. Der gewählte Elastizitätsmodul E+ ist durch das Silikonelastomer Elastosil® RT 745
der Wacker Chemie AG motiviert.
4.4.1 Magnetisierung
Idealisierte Kettenanordnungen, die durch Einheitszellen abbildbar sind, bilden einen leicht
zugänglichen Ausgangspunkt zur Analyse der Struktur-Eigenschafts-Beziehungen anisotro-
per MRE. Die periodische Partikelanordnung aus der Abbildung 4.2 (b) ist durch die in der
Abbildung 4.4 (a) dargestellte Einheitszelle repräsentierbar.
Das rein magnetische Materialverhalten des Verbundwerkstoffes wird durch die effektive
Magnetisierungskurve M̄(B̄) beschrieben, siehe Abbildung 4.4 (b). Alle drei Einschlüsse der
Einheitszelle haben die Durchmesser d = 5µm. Dies entspricht einem Volumenanteil magne-
tisierbaren Materials von ϕ ≈ 20 %. Das Berechnungsnetz besteht aus 49×98 Q8-Elementen.
Die effektive magnetische Belastung von 2 T erfolgt in drei unterschiedlichen Richtungen:
parallel zu den Kettenstrukturen (rote Kurven), senkrecht dazu (blaue Kurven) und im Win-
kel von 45° (grüne Kurven). Eine derart große magnetische Flussdichte ist experimentell,
unter der häufig vorausgesetzten Homogenität, nur schwer zu erreichen. Dennoch soll hier
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ein möglichst weiter Bereich der physikalischen Nichtlinearität betrachtet werden. Der vor-
geschriebene effektive Maximalwert von 2 T ergibt ein lokales Maximum der magnetischen
Flussdichte im magnetisierbaren Material von 2,6 T, welches den Messbereich der experimen-
tell erfassten Magnetisierungskurve übersteigt, vergleiche Abbildung 2.5 (b). Die zugeordne-
te maximale Magnetisierung lässt sich durch die Lokalisierung zu 8,1 · 105 A m−1 bestimmen
und erreicht damit circa 96 % der Sättigungsmagnetisierung M H−S des Modells. Die maxi-
malen Werte der linearen RWA liegen mit 3,95 T und 2,7 · 106 A m−1 deutlich über den zuvor
angegebenen Beträgen der magnetischen Flussdichte beziehungsweise der Sättigungsmagne-
tisierung. Sowohl mit dem linearen als auch mit dem nichtlinearen Materialmodell ist das
makroskopische Verhalten, bedingt durch die innere Kettenstruktur, anisotrop. Die effektive
Magnetisierung für eine Belastung parallel zu den Ketten ist am größten, wohingegen eine
um 90° gedrehte makroskopische Flussdichte die geringste Magnetisierung ergibt. Die Ma-
gnetisierungskurve des schrägen Feldes liegt erwartungsgemäß zwischen den beiden anderen
Kurven. Für vergleichsweise große Werte von B̄ fallen die drei Magnetisierungskurven des
nichtlinearen Modells zusammen. Das lineare Modell stellt für magnetische Lasten B̄ ® 0,4T
eine ausreichend gute Näherung dar.
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Abbildung 4.4: Idealisierte Kettenstruktur: (a) Einheitszelle mit drei kreisförmigen Einschlüssen der Durch-
messer d, den Mittelpunktskoordinaten in der x1-x2-Ebene bei (3;12)µm, (9;8)µm sowie (9;16)µm und
(b) effektive Magnetisierung mit nichtlinearem (durchgezogene Linien) und linearem (gestrichelte Linien) Ma-
terialverhalten für drei unterschiedliche Richtungen der makroskopischen Flussdichte.
4.4.2 Lineare magnetische und mechanische Eigenschaften
Eine einfache Möglichkeit zur Überprüfung der implementierten Homogenisierungsmethode
ist durch das Konvergenzverhalten effektiver linearer Materialparameter gegeben. Die Ein-
schlüsse der Einheitszelle aus der Abbildung 4.4 (a) besitzen an dieser Stelle einen Durchmes-
ser von d = 3,8µm. Dies entspricht einem Volumenanteil von ϕ ≈ 12%. Die Berechnungen
basieren auf sechs unterschiedlichen Diskretisierungsstufen mit nE
∂B
× 2nE
∂B
Elementen und
nE
∂B
∈ {8, 16, 32, 64, 128, 256}.
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Die bereits im vorangegangenen Unterabschnitt festgestellte Anisotropie äußert sich durch
einen Tensor zweiter Stufe für die effektive relative Permeabilität. Stellvertretend ist in der
Abbildung 4.5 (a) die Koordinate µ̄r11 für Q4- und Q8-Elemente in Abhängigkeit der charak-
teristischen Elementabmessung h dargestellt. Sie ergibt sich aus einer horizontalen makro-
skopischen Flussdichte und der entsprechend der Gleichung (4.16) berechneten effektiven
Feldstärke. Aus einer vertikalen Belastung folgt analog µ̄r22. Der dargestellte Verlauf zeigt für
beide Elementtypen eine monotone Konvergenz. Die relative Abweichung zum sich einstel-
lenden Wert des Netzes mit Q8-Elementen der geringsten Auflösung ist kleiner als 0,2 %. Alle
berechneten Werte liegen zwischen den Schranken nach REUSS µ̄Rr11 = 1,1 beziehungsweise
VOIGT µ̄Vr11 = 1,7.
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Abbildung 4.5: Konvergenzverhalten effektiver Materialparameter mit bilinearen und biquadratischen Elemen-
ten in Abhängigkeit der charakteristischen Elementgröße h anhand: (a) der relativen Permeabilität µ̄r11 und
(b) der Koordinate C̄11 der Steifigkeitsmatrix.
Um die effektive Steifigkeitsmatrix zu berechnen, welche die lineare Abbildung des Deh-
nungsvektors auf den Spannungsvektor ist, wird eine rein mechanische Homogenisierung
mit B̄k = 0 im EVZ durchgeführt. Sie folgt aus der Lösung der RWA dreier makroskopi-
scher Verzerrungszustände durch die berechneten makroskopischen mechanischen Spannun-
gen entsprechend der Gleichung (4.18) und der jeweils bekannten effektiven Verzerrung.
Das Konvergenzverhalten der effektiven mechanischen Materialparameter ist in der Abbil-
dung 4.5 (b) mithilfe der Koordinate C̄11 für Q4- und Q8-Elemente in Abhängigkeit der cha-
rakteristischen Elementabmessung h dargestellt. Verglichen mit der magnetischen Analyse
ist die relative Abweichung zum sich einstellenden Grenzwert für die Berechnungsnetze mit
einer geringen Auflösung deutlich größer. Das hohe Kontrastverhältnis der mechanischen
Moduln von annähernd sechs Größenordnungen ist dafür als Ursache zu benennen. Derart
große Unterschiede der Elastizitätsmoduln bewirken relativ steife Elementmatrizen der XFE,
was sich in einer signifikanten Überschätzung des exakten Wertes von C̄11 für große h äußert.
Die relative Permeabilität der Partikel und des Matrixmaterials unterscheidet sich dahinge-
gen um weniger als eine Zehnerpotenz. Auch hier liegen alle berechneten Werte zwischen
den Schranken nach REUSS C̄R11 = 4,9 · 105 Pa und VOIGT C̄V11 = 3,3 · 1010 Pa. Die berechne-
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ten Ergebnisse mit periodischen RB liegen viel näher an der Schranke nach REUSS, als an
der nach VOIGT. Dies lässt sich zum einen durch den hohen Volumenanteil weichen Matrix-
materials begründen. Zum anderen besitzt die geometrische Struktur einen Einfluss, denn
die vergleichsweise steifen Einschlüsse sind in der betrachteten Einheitszelle komplett von
Matrixmaterial umgeben.
Die ausgewählten magnetischen und mechanischen Materialparameter konvergieren von un-
terschiedlichen Richtungen gegen die jeweils zuordenbaren Grenzwerte, vergleiche Abbil-
dungen 4.5 (a) und (b). Ursächlich dafür ist, dass die relative Permeabilität in einer zum
mechanischen Problem analogen Betrachtungsweise als eine Nachgiebigkeit anstelle einer
Steifigkeit zu interpretieren ist.
4.4.3 Gekoppeltes magnetomechanisches Verhalten
Das gekoppelte magnetomechanische Verhalten wird an dieser Stelle anhand von aktuato-
rischen Spannungen betrachtet. Diese mechanischen Spannungen σ̄kl entstehen strukturbe-
dingt aus einer magnetischen Belastung B̄k bei verhinderter effektiver Verzerrung ǭkl = 0 des
RVE. Durch die verwendeten periodischen RB, gemäß der Gleichung (4.12 a), ist allerdings
ein fluktuierendes Deformationsfeld zulässig.
Analog zum Unterabschnitt 4.4.1 werden drei verschiedene Belastungsrichtungen betrach-
tet. Sie entsprechen den in der Legende der Abbildung 4.4 (b) enthaltenen. In der Abbil-
dung 4.6 (a) sind die aktuatorischen Spannungen für eine horizontale Belastung in Abhän-
gigkeit des Betrages der magnetischen Flussdichte dargestellt. Die äußere magnetische Last
zeigt demnach in Richtung der Kettenstrukturen. Aus der beinhalteten, dreifach überhöhten
Darstellung des Verschiebungsfeldes u2 (rot steht für positive und blau für negative Werte)
ist erkennbar, dass sich die übereinanderliegenden Einschlüsse gegenseitig anziehen.
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Abbildung 4.6: Effektive aktuatorische Spannungen für nichtlineares (durchgezogene Linien) und lineares
magnetisches Materialverhalten (gestrichelte Linien) in Abhängigkeit der makroskopischen Flussdichte mit
Verschiebungsfeld u2 (dreifach überhöht dargestellt) für eine: (a) horizontale und (b) vertikale magnetische
Belastung.
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Die betrachteten makroskopischen mechanischen Spannungsvektoren sind über die Ränder
hinweg integriert als Reaktionskräfte Fα
k
der Einheitszelle zu verstehen. Das heißt, sie be-
schreiben den makroskopischen mechanischen Spannungszustand, der notwendig ist, um die
Forderung ǭkl = 0 zu gewährleisten. Die vertikale Verschiebung der Partikel, welche aus de-
ren Anziehung resultiert, bewirkt demnach Zugspannungen σ̄22. Durch die Verdrängung des
dazwischenliegenden Materials und die Querkontraktion entstehen makroskopische Druck-
spannungen σ̄11. Die effektiven Schubspannungen σ̄12 und σ̄21 verschwinden zu Null. In
Übereinstimmung zu [81] ist der Verlauf der aktuatorischen Spannungen für kleine Wer-
te der magnetischen Flussdichte parabolisch. Dieses Verhalten ist durch die quadratische
Abhängigkeit der magnetischen Spannung von den magnetischen Feldvariablen gemäß der
Gleichung (2.92) begründet. Für B̄ ¦ 0,3 T ist der Einfluss der Sättigung des nichtlinear
magnetisierbaren Materials dominant, wohingegen das linearisierte Modell im gesamten Be-
lastungsbereich die quadratische Abhängigkeit beibehält.
Für eine vertikale magnetische Belastung stoßen sich die übereinander liegenden Partikel ab.
Ihre Bewegungen sind aus dem dreifach überhöht dargestellten Verschiebungsfeld u2 in der
Abbildung 4.6 (b) zu erkennen. Folglich ergeben sich Zugspannungen σ̄11 und Druckspan-
nungen σ̄22. Die Schubspannungen σ̄12 und σ̄21 sind erneut Null.
Für die magnetische Belastung unter einem Winkel von 45° zur Horizontalen sind die be-
rechneten Ergebnisse in der Abbildung 4.7 dargestellt. Dabei ist ein qualitativer Unterschied
zu den Resultaten der zuvor analysierten zwei Lastfälle auffällig. Die Normalspannungen
σ̄11 < 0 und σ̄22 > 0 sind betragsmäßig kleiner als die Schubspannungen. Ein entschei-
dendes Resultat ist, dass der effektive mechanische Spannungszustand mit σ̄12 < 0 und
σ̄21 > 0 unsymmetrisch ist. Diese nicht symmetrischen Spannungskoordinaten stehen im
Gleichgewicht mit einem resultierenden makroskopischen Drehmoment, welches mathema-
tisch positiv orientiert ist. Es entsteht, da das äußere magnetische Feld nicht parallel zu einer
der Hauptachsen des Verbundwerkstoffes wirkt. Das dreifach überhöht dargestellte Verschie-
bungsfeld u1 in der Abbildung 4.7 lässt erkennen, dass die Partikel bestrebt sind, kurze Ketten
mit jeweils drei Einschlüssen in Richtung der magnetischen Belastung zu bilden.
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Abbildung 4.7: Effektive aktuatorische Spannungen für nichtlineares (durchgezogene Linien) und lineares
magnetisches Materialverhalten (gestrichelte Linien) in Abhängigkeit der makroskopischen Flussdichte mit Ver-
schiebungsfeld u1 (dreifach überhöht dargestellt) für eine magnetische Belastung im Winkel von 45°.
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Die Partikel der oberen Reihe verschieben sich nach links und die unteren nach rechts. Die
dabei wirkenden resultierenden Kräfte bilden ein Kräftepaar, das einem makroskopischen
Drehmoment entspricht. Der beobachtete Effekt lässt sich auch durch das Heranziehen der
Unterabschnitte 3.6.4 und 3.7.2 verstehen. Die anisotrope Struktur ist bestrebt, sich mit der
großen Hauptachse (die Richtung der Partikelketten) parallel zum äußeren Magnetfeld aus-
zurichten. Demnach wirkt auf sie ein Drehmoment gegen den Uhrzeigersinn. Die oben be-
schriebene quadratische Abhängigkeit der aktuatorischen Spannungen von der effektiven
Flussdichte und der Einfluss der magnetischen Sättigung sind auch für die hier betrachtete
Belastungsrichtung gültig.
4.5 Zufällige Mikrostrukturen
In den Ausführungen dieses Abschnittes findet die experimentell bestimmte Partikelgrößen-
verteilung des CIP CC von BASF Berücksichtigung, vergleiche Abbildung 2.4 (b). Die mo-
nomodale Verteilung wird durch Partikel mit i ∈ {1, 2, 3, 4} verschiedenen Durchmessern
di = {2, 4, 6, 8}µm und den zugehörigen Volumenanteilenϕi = {10, 40, 30, 20}% abgebildet.
Mit der zuvor beschriebenen Einschränkung, dass die Partikel die Berandung des RVE nicht
schneiden dürfen, erfolgt die Generierung von Mikrostrukturen mit einem vorgeschriebenen
Gesamtvolumenanteilϕ durch Zufallszahlen, die die Lage der Mittelpunkte der Partikel festle-
gen. In den ersten beiden Unterabschnitten werden exemplarisch ϕ = 20 % gewählt und zur
statistischen Absicherung der Ergebnisse jeweils 100 RVE mit isotropem sowie anisotropem
Verhalten generiert. Die Abbildung 4.8 (a) zeigt das Berechnungsgebiet einer repräsentativen
Zelle mit regellos angeordneten Partikeln. In der Abbildung 4.8 (b) ist ein RVE dargestellt, in
dem die Partikel kettenförmig angeordnet sind. Die analysierten Beispiele beschränken sich
neben dem Magnetisierungsverhalten auf die effektiven magnetostriktiven Dehnungen. Sie
erfolgen für zwei Richtungen der äußeren magnetischen Flussdichte, wobei die Ergebnisse
einer horizontalen Belastung in rot und die einer vertikalen in blau dargestellt sind.
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Abbildung 4.8: Zufällige Mikrostrukturen mit vier unterschiedlichen Partikelgrößen und einem Gesamtvolu-
menanteil von ϕ = 20 % unter einer horizontalen magnetischen Belastung B̄ = B̄1 (rot) sowie einer vertikalen
B̄ = B̄2 (blau) für: (a) eine regellose Partikelanordnung mit isotropen Eigenschaften des Verbundes und (b) ket-
tenförmig ausgerichtete Partikel mit einer horizontalen Vorzugsrichtung der heterogenen Mikrostruktur.
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Im letzten Unterabschnitt werden RVE mit isotropen Eigenschaften hinsichtlich des Einflusses
des Gesamtvolumenanteils ϕ untersucht. Die daraus ermittelten Ergebnisse beruhen auf den
Mittelwerten von jeweils zwei Realisierungen.
Das nichtlineare Magnetisierungsverhalten der Einschlüsse wird durch die Gleichung (2.77)
mit den Parametern M B−S = 8,68 · 105 A m−1 und δB− = 0,88 T−1 beziehungsweise durch das
linearisierte Modell (2.78) mit χB− = 7,67A T−1 m−1 beschrieben. Die elastischen Material-
parameter sind durch E− = 2,1 · 1011 Pa und ν− = 0,3 gegeben. Das nicht magnetisierbare
Matrixmaterial besitzt die Kennwerte µ+r = 1, E
+ = 2 · 105 Pa und ν+ = 0,4.
4.5.1 Simulation von Proben mit isotropem Verhalten
Das quadratische Berechnungsgebiet aller RVE besteht aus dreieckigen FE mit Formfunktio-
nen zweiter Ordnung, wobei das Netz am Rand 100 × 100 Elemente besitzt. In der Umge-
bung der Einschlüsse sind relativ hohe Gradienten der Feldvariablen abzubilden. Dort ist das
Berechnungsnetz feiner aufgelöst. Für die 100 unterschiedlichen RVE werden jeweils zwei
Lastfälle mit 12 Inkrementen, sowohl für magnetisch nichtlineares als auch lineares Material-
verhalten, gelöst. In der Abbildung 4.9 sind die Mittelwerte sowie die Standardabweichungen
der nichtlinearen Rechnungen dargestellt. Für magnetisch lineare Eigenschaften beschränkt
sich die Darstellung, zugunsten der Übersichtlichkeit, auf die Mittelwerte.
 
 
M̄2
M̄1
M̄
k
/
kA
m
−1
B̄/T
0 0,3 0,6
0
75
150
(a)
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Abbildung 4.9: Gemittelte Berechnungsergebnisse von 100 RVE mit makroskopisch isotropen Eigenschaften
für nichtlineares (durchgezogene Linien) und lineares magnetisches Materialverhalten (gestrichelte Linien)
unter einer horizontalen magnetischen Belastung (rot) sowie einer vertikalen (blau) anhand der: (a) Magneti-
sierungskurven und (b) magnetostriktiven Dehnungen.
Die beiden nichtlinearen Magnetisierungskurven in der Abbildung 4.9 (a) besitzen eine sehr
geringe Standardabweichung. Für eine horizontale magnetische Belastung B̄ = B̄1 (rote Kur-
ven) ergibt sich M̄2 ≈ 0 und für eine vertikale äußere Last B̄ = B̄2 (blaue Kurven) M̄1 ≈ 0.
Weiterhin sind die Verläufe der nicht zu Null verschwindenden Koordinaten nahezu identisch,
was einem isotropen Verhalten der Struktur entspricht. Die Dominanz der Sättigung des ma-
gnetischen Materials überwiegt für B̄ ¦ 0,2T. An dieser Stelle weicht die Größe der magne-
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tischen Belastung deutlich von der im Unterabschnitt 2.2.2 angegebenen Grenze von 0,4 T
ab, da es sich nicht um die magnetische Flussdichte im permeablen Material selbst, sondern
um die makroskopische Flussdichte des RVE handelt. Eine äußere effektive Belastung einer
bestimmten Größe B̄ ruft in den magnetisierbaren Einschlüssen größere Werte der magneti-
schen Flussdichte hervor. Da Beiträge zur effektiven Magnetisierung ausschließlich von den
Einschlüssen herrühren, lässt sich die Aussage ableiten, dass die Annahme linearen magne-
tischen Materialverhaltens hier nur bis circa B̄ = 0,2T gerechtfertigt ist.
In dieser Arbeit erfolgt die Analyse der magnetostriktiven Dehnungen an einem mechanisch
lastfreien RVE unter dem Einfluss einer äußeren magnetischen Belastung B̄. Dabei sind Ver-
schiebungen der magnetisierbaren Partikel auf der Mikroskale ursächlich für einen makro-
skopisch messbaren Effekt. Das gekoppelte magnetomechanische Verhalten der heteroge-
nen Struktur ist in der Abbildung 4.9 (b) durch magnetostriktive Dehnungen dargestellt.
Erneut repräsentieren rote Kurven die Dehnungen einer horizontalen magnetischen Belas-
tung B̄ = B̄1, blaue einer vertikalen B̄ = B̄2 sowie durchgezogene Linien magnetisch nichtli-
neares Verhalten und gestrichelte dessen lineare Näherung. Auffallend ist die größere Streu-
ung der Ergebnisse im Vergleich zur Magnetisierungskurve, siehe Abbildung 4.9 (a). Dies
lässt sich durch die Sensitivität, in Form der quadratischen Abhängigkeit, des mechanischen
Teilproblems bezüglich der approximationsbedingt fehlerbehafteten magnetischen Feldgrö-
ßen erklären. Der Verbundwerkstoff dehnt sich in Richtung des magnetischen Feldes aus und
kontrahiert senkrecht dazu, das heißt, für B̄ = B̄1 > 0 ergibt sich ǭ11 > 0 und ǭ22 < 0 sowie
für B̄ = B̄2 > 0 folgt ǭ11 < 0 und ǭ22 > 0. Die bereits mithilfe der Magnetisierungskurve fest-
gestellte Isotropie des effektiven Verhaltens lässt sich durch ǭ11
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und
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auch für die analysierte magnetomechanische Kopplung bestäti-
gen. Eine anfängliche quadratische Abhängigkeit vom Betrag der effektiven magnetischen
Flussdichte B̄ wird ab circa 0,2 T von der Sättigung des magnetischen Materials beeinflusst,
womit ein Abflachen der Kurven verbunden ist und die Differenz zur linearisierten Approxi-
mation entsteht. Aus dem begrenzten Bereich der magnetischen Belastung von B̄ ≤ 0,6T lässt
sich begründen, dass sich die betrachteten magnetostriktiven Dehnungen des nichtlinearen
Materialmodells keiner konstanten Grenze annähern, wie es für größere Werte der effektiven
magnetischen Flussdichte anhand der aktuatorischen Spannungen in den Abbildungen 4.6
und 4.7 zu erkennen ist.
4.5.2 Simulation von Proben mit anisotropem Verhalten
Die Einschränkung des Bereiches für die zufällige Positionierung der Mittelpunktskoordina-
ten der Partikel, in Form eines mittig durch das RVE verlaufenden horizontalen Streifens,
führt auf kettenförmige Strukturen, siehe Abbildung 4.9 (b). Der Rand des zugehörigen recht-
eckigen Gebietes ist mit der gleichen Dichte an Elementen wie die Zellen mit isotropen Ei-
genschaften vernetzt. Dies entspricht 160×80 dreieckigen FE mit Ansätzen zweiter Ordnung.
Analog zum vorangegangenen Unterabschnitt wird das Feldproblem von 100 verschiedenen
RVE mit magnetisch linearem und nichtlinearem Materialverhalten für eine horizontale und
vertikale magnetische Belastung innerhalb von 12 Inkrementen gelöst. Die zuvor festgelegten
Farben und Linienarten finden sich in den Ergebnissen der Abbildung 4.10 wieder.
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ǭ
k
l/
%
B̄/T
0 0,3 0,6
−2
0
2
(b)
Abbildung 4.10: Gemittelte Berechnungsergebnisse von 100 RVE mit makroskopisch anisotropen Eigenschaf-
ten für nichtlineares (durchgezogene Linien) und lineares magnetisches Materialverhalten (gestrichelte Linien)
unter einer horizontalen magnetischen Belastung (rot) sowie einer vertikalen (blau) anhand der: (a) Magneti-
sierungskurven und (b) magnetostriktiven Dehnungen.
Wiederholt ist die Standardabweichung der berechneten effektiven Magnetisierung sehr ge-
ring, sodass deren Darstellung durch Fehlerbalken der nichtlinearen Kurven in der Abbil-
dung 4.10 (a) fast nicht erkennbar ist. Aus den unterschiedlichen Verläufen der roten und
blauen Kurven geht die Anisotropie des effektiven magnetischen Verhaltens hervor. Für die
Koordinaten der Magnetisierung gilt M̄1
 
B̄1 > 0

> M̄2
 
B̄2 > 0

, das heißt, die roten Kurven
liegen stets oberhalb der blauen. Ein Vergleich zu den Graphen der zuvor betrachteten RVE
mit isotropen Eigenschaften verdeutlicht, dass die zur unstrukturierten Verteilung der Parti-
kel gehörenden Verläufe zwischen den an dieser Stelle diskutierten Magnetisierungskurven
liegen. Entlang der horizontalen Vorzugsrichtung einer strukturierten Probe kann sich ein ma-
gnetisches Feld leichter ausbreiten als senkrecht dazu. In vertikaler Richtung verringern die
Bereiche des nicht magnetisierbaren Matrixmaterials ohne Partikel den magnetischen Fluss.
Die relative Abweichung zwischen den nichtlinearen und linearen Kurven beträgt bereits bei
einer Belastung von B̄ = 0,15T circa 5 %. Weiterhin lässt sich aus den Koordinaten des makro-
skopischen Magnetisierungsvektors ableiten, dass die in der Abbildung 4.8 (b) festgelegten
Koordinaten ein Hauptachsenssytem repräsentieren.
In der Abbildung 4.10 (b) sind die gemittelten magnetostriktiven Dehnungen aller 100 RVE
mit kettenförmig angeordneten Partikeln dargestellt. Die größere Streuung der Ergebnisse,
im Vergleich zum Magnetisierungsverhalten, ist durch die Argumentation im vorangegange-
nen Unterabschnitt erklärbar. Erneut zeigt sich das anisotrope Verhalten durch den Unter-
schied der roten und blauen Kurven. Sowohl die Längs- als auch die Querdehnung besitzen
für eine horizontale magnetische Belastung B̄ = B̄1 > 0 größere Absolutwerte als die zu-
gehörigen Dehnungen für eine vertikale magnetische Last B̄ = B̄2 > 0. Die berechneten
Dehnungen der Strukturen mit anisotropen Eigenschaften unterscheiden sich in ihrer Größe
kaum von denen der zuvor analysierten RVE mit regellos angeordneten Partikeln.
Eine mögliche Fehlerursache ist die zufallszahlenbasierte Generierung der RVE mit aniso-
tropen Eigenschaften. Während die kettenförmigen Partikelanordnungen in realen Proben
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durch ein magnetisches Feld auf natürliche Weise entstehen, sind die Partikelpositionen hier
willkürlich festgelegt. Der ursächliche Antrieb zur Kettenbildung aus einer regellosen Struk-
tur kann in dieser Arbeit im Rahmen kleiner Deformationen nicht berücksichtigt werden.
Demnach ist lediglich ein qualitativer Vergleich, jedoch keine quantitative Gegenüberstellung
zwischen Experimenten und den gezeigten Simulationsergebnissen möglich.
4.5.3 Einfluss des Volumenanteils auf Proben mit isotropem
Verhalten
Der Einfluss des Volumenanteils ϕ auf die magnetostriktiven Dehnungen wird nachfolgend
durch Proben mit isotropen Eigenschaften untersucht. Die dargestellten Ergebnisse entstam-
men einer in [249] veröffentlichten Arbeit und basieren auf den elastischen Eigenschaften
des Matrixmaterials E+ = 14,6 · 106 Pa und ν+ = 0,49. Sowohl die Materialeigenschaften der
Partikel als auch deren Größenverteilung entsprechen denen der zwei vorangegangenen Un-
terabschnitte, wobei hier ausschließlich lineares Magnetisierungsverhalten betrachtet wird.
Die magnetische Belastung der mechanisch lastfreien Berechnungsgebiete erfolgt in einer
Höhe von B̄ = 0,3T erneut horizontal und vertikal. In der Abbildung 4.11 ist jeweils ei-
ne Realsierung in Form eines RVE für sieben unterschiedliche Volumenanteil dargestellt. Das
quadratische Gebiet aller Berechnungszellen besitzt eine Kantenlänge von 50µm und besteht
aus 75× 75 Q8-Elementen.
x1x3
x2
ϕ = 9,17 % ϕ = 13,19 % ϕ = 18,60 % ϕ = 23,00 %
ϕ = 26,26 % ϕ = 33,05 % ϕ = 37,82 %
Abbildung 4.11: Zufällige Mikrostrukturen mit isotropen Eigenschaften für sieben Volumenanteile ϕ.
In der Abbildung 4.12 (a) ist der effektive Elastizitätsmodul Ē in Abhängigkeit der Volumen-
konzentration magnetisierbarer Partikel dargestellt. Dabei sind neben den Simulationsergeb-
nissen auch experimentell ermittelte Daten sowie die Vorhersage eines theoretischen Modells
nach [143] enthalten. Sowohl die numerisch bestimmten als auch die experimentellen Da-
ten sind nicht durch eine hinreichend hohe Probenzahl statistisch hinterlegt, womit sich die
relativ großen Abweichungen zwischen den Datensätzen erklären lassen.
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An dieser Stelle steht lediglich das qualitative Verhalten bezüglich einer Variation des Parti-
kelvolumenanteils im Vordergrund. Alle drei Verläufe in der Abbildung 4.12 (a) zeigen einen
progressiven Anstieg des effektiven Elastizitätsmoduls bei einer Erhöhung des Partikelanteils.
Demnach wird der Verbund bei einer Zugabe an Partikeln steifer. Diese mechanische Verstei-
fung steht dem gekoppelten magnetomechanischen Verhalten in Form von magnetostriktiven
Dehnungen gegenüber. Die vergrößerte Steifigkeit des MRE verringert die effektive Beweg-
lichkeit der Partikel, welche maßgeblich für Kopplungseffekte ist.
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Abbildung 4.12: Makroskopisches Verhalten in Abhängigkeit der Volumenkonzentration ϕ für RVE mit isotro-
pen Eigenschaften: (a) effektiver Elastizitätsmodul und (b) auf den Maximalwert bezogene magnetostriktive
Dehnungen.
Das konkurrierende Wechselspiel ist in der Abbildung 4.12 (b) aus den simulierten makro-
skopischen Dehnungsverläufen erkennbar. Die dargestellten Werte sind auf den maximalen
Betrag der jeweiligen Dehnung normiert, wobei die rote Kurve die magnetostriktive Deh-
nung parallel zur magnetischen Belastung darstellt und die blaue die bezogene Längen-
änderung senkrecht dazu. Hierbei werden sowohl die horizontale als auch die vertikale
magnetische Belastung einbezogen. Durch das nahezu inkompressible Verhalten des Matrix-
materials mit ν+ = 0,49 ergeben sich im EVZ nahezu identische Verläufe. Eine Erhöhung
des Volumenanteils magnetisierbarer Partikel ergibt zunächst einen degressiven Verlauf der
magnetostriktiven Dehnungen. Bei einer Volumenkonzentration ϕ = 26,3% besitzen die
normierten Dehnungen ein Maximum. Es resultiert aus der zunehmend eingeschränkten
Beweglichkeit der Partikel im umgebenden Matrixmaterial durch dessen erhöhte effektive
Steifigkeit. Diese Eigenschaft dominiert bei weiterer Erhöhung des Partikelanteils und führt
schließlich zu einer Verringerung der magnetisch hervorgerufenen Deformation der Probe.
4.6 Magnetorheologischer Effekt
Nach den Betrachtungen aktuatorischer Spannungen und magnetostriktiver Dehnungen wird
das gekoppelte magnetomechanische Verhalten nachfolgend anhand des MR-Effektes ideali-
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sierter Mikrostrukturen analysiert. Darunter ist die Abhängigkeit des effektiven Elastizitäts-
moduls von einer magnetischen Belastung zu verstehen. Aus dieser Studie sind lediglich
qualitative Aussagen ableitbar, da der Volumenanteil magnetisierbaren Materials zwischen
den untersuchten RVE variiert. Die mit kleinen Deformationen verbundene Konfigurationsu-
nabhängigkeit bewirkt, dass die Belastungsreihenfolge keinen Einfluss auf die Simulations-
ergebnisse hat. Zuerst werden die RVE in horizontaler Richtung um ǭ11 = 1% gedehnt und
anschließend mit B̄ = 0,6 T inkrementell belastet, wobei die makroskopische magnetische
Flussdichte sowohl in horizontaler als auch vertikaler Richtung vorgegeben wird. Die makro-
skopische mechanische Spannung σ̄22 sei Null, sodass es sich um einen einachsigen Zugver-
such handelt, für den in der x3-Richtung die Annahme des EVZ gilt. Aus den auf die Fläche
bezogenen Reaktionskräften ist mit der vorgegebenen Dehnung die relative Änderung des
effektiven Elastizitätsmoduls
∆Ēr =
Ē
 
B̄

− Ē
 
B̄ = 0

Ē
 
B̄ = 0
 (4.20)
berechenbar. Positive Werte ∆Ēr > 0 repräsentieren dabei eine Versteifung der untersuch-
ten Struktur, die durch einen zusätzlichen Beitrag zur Zugspannung σ̄11 entsteht, um die
vorgeschriebene Dehnung ǭ11 = 1% konstant zu halten. Ein negativer MR-Effekt ∆Ēr < 0
entspricht einer Entlastung der Struktur von innen heraus. In der vorliegenden Arbeit wer-
den ausschließlich Strukturen mit anisotropen Eigenschaften hinsichtlich ihres MR-Effektes
untersucht.
Alle kreisförmigen magnetisierbaren Einschlüsse besitzen den Durchmesser d = 5µm und
die Parameter E− = 2,1 · 1011 Pa, ν− = 0,3 sowie M B−S = 8,68 · 105 A m−1 und δB− = 0,88T−1
beziehungsweise im linearisierten Fall χB− = 7,67 A T−1 m−1. Das umgebende Matrixmate-
rial ist durch E+ = 2 · 107 Pa, ν+ = 0,4 und µ+r = 1 charakterisiert. Mit diesen Parametern
erfolgt im ersten Teil die Analyse von idealisierten Strukturen unbegrenzter Ausdehnung.
Um die Abmessungen der Berechnungsmodelle klein zu halten, ist in den zugeordneten Ein-
heitszellen nur jeweils die kleinste periodisch fortsetzbare Partikelanordnung enthalten. Im
zweiten Teil werden kettenförmige Strukturen endlicher Länge betrachtet, wobei hier jeweils
die gesamte Kette im RVE beinhaltet ist.
Der Elastizitätsmodul E+ des Matrixmaterials unterliegt gewissen Einschränkungen. Für idea-
le Strukturen, auf deren steife Partikel keine resultierenden Lasten wirken (vergleiche Unter-
abschnitt 3.6.2 sowie die ersten beiden RVE aus Unterabschnitt 4.6.1) ist für aussagekräftige
Ergebnisse E+ ¦ 107 Pa zu wählen. Bei der Berechnung des magnetostriktiven Verhaltens
ergeben sich in solchen Strukturen keine relevanten Deformationen aus den magnetischen
Lasten entlang der Sprungflächen. Demnach führen kleine approximationsbedingte Unter-
schiede zwischen den Lastvektoren aus der Gleichung (3.55 b) am Gebietsrand zu dominan-
ten Verformungen. Wirken jedoch resultierende Lasten auf einzelne Partikel, vergleiche die
letzten beiden RVE aus Unterabschnitt 4.6.1 sowie alle aus Unterabschnitt 4.6.2, dann sind
die aus den zuvor angesprochenen Fehlern herrührenden Verformungen an der Berandung
um einige Größenordnungen kleiner als die, die aus dem Gebiet entstammen. Die Einschrän-
kung an E+ trifft nicht auf die Modellierung und Simulation realer MRE zu, da sich in diesem
Fall die Partikel nicht auf idealen Gitterplätzen einer unendlich ausgedehnten Anordnung be-
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finden. Sie ist somit lediglich ein Resultat einer theoretischen Analyse, die dem Verständnis
dient. Ein stark verfeinertes Netz verringert das beschriebene Problem, jedoch ist dies mit
einem unverhältnismäßig hohen Berechnungsaufwand verbunden.
4.6.1 Strukturen unbegrenzter Ausdehnung
In diesem Unterabschnitt werden die vier in der Legende der Abbildung 4.13 dargestellten
Einheitszellen hinsichtlich des MR-Effektes betrachtet. Informationen zur Geometrie sowie
die verwendete Anzahl an Q8-Elementen sind in der Tabelle 4.1 zusammengefasst. Die erste
Zelle (schwarze Kurven) stellt Partikel auf einem quadratischen Gitter dar. Durch eine Verrin-
gerung des horizontalen Partikelabstandes ergibt sich die zweite Einheitszelle (rote Kurven),
welche unendlich ausgedehnten parallelen Ketten äquivalent ist. Die Kettenstruktur der Ab-
bildung 4.2 (b) ergibt sich aus dem dritten RVE (blaue Kurven). Unendlich lange wellige
Ketten sind durch die vierte Struktur modellierbar (grüne Kurven). Die Ergebnisse einer zu
den Ketten parallelen mechanischen und magnetischen Belastung B̄ = B̄1 sind in der Abbil-
dung 4.13 (a) dargestellt. Alle vier Varianten zeigen einen negativen MR-Effekt, das heißt, die
innere Struktur bewirkt jeweils eine mechanische Entlastung. Die Abbildung 4.13 (b) enthält
die Resultate der Berechnungen unter einer senkrecht zur makroskopischen mechanischen
Zugspannung und den Kettenstrukturen wirkenden magnetischen Belastung B̄ = B̄2. Es ist
ersichtlich, dass die größeren Effekte bei einer parallelen Belastung entstehen, was mit der
Aussage in [231] übereinstimmt.
∆
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Abbildung 4.13: MR-Effekt von Strukturen unbegrenzter Ausdehnung mit magnetisch nichtlinearem (durch-
gezogene Linien) sowie linearem Materialverhalten (gestrichelte Linien) für: (a) eine parallele Belastung und
(b) eine sowohl zur Kettenrichtung als auch zur mechanischen Belastung senkrecht wirkende magnetische Last.
Beim quadratischen Gitter (schwarze Kurven) ist dieser Unterschied qualitativ mit den Er-
gebnissen aus dem Unterabschnitt 3.6.2 erklärbar. Mit dem verwendeten Modell kleiner De-
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formationen findet eine Abstandsänderung benachbarter Partikel durch die effektive Deh-
nung ǭ11 keine Berücksichtigung. Das magnetische Feldproblem ist für das betrachtete qua-
dratische Gitter für beide Belastungsrichtungen identisch. Auf den analysierten Einschluss
wirkt keine resultierende Last, siehe Unterabschnitte 3.6.2 bis 3.6.4. Der hier beobachtete
makroskopische Effekt kommt ausschließlich aus einer Verzerrung des Partikels selbst. Dabei
ist festzustellen, dass die Verschiebung eines Punktes auf der Partikeloberfläche in Richtung
des magnetischen Feldes einen größeren Betrag besitzt als die extremale Verschiebung senk-
recht dazu, siehe Abbildung 3.7 (c). Demnach kommt es an dieser Stelle zu der festgestellten
Anisotropie des MR-Effektes eines idealen, unendlich ausgedehnten quadratischen Gitters.
Bei der rechteckigen Partikelanordnung (rote Kurven) ist die Anisotropie durch die unter-
schiedlichen Abstände in horizontaler und vertikaler Richtung deutlicher ausgeprägt. Der
MR-Effekt entsteht wiederholt allein aus einer Verzerrung der Partikel, da durch die symme-
trischen magnetischen Felder keine resultierenden Lasten entstehen und somit auch keine
Partikelverschiebungen, die für einen relevanten MR-Effekt ausschlaggebend sind.
Die dritte Struktur (blaue Kurven) ist bereits Bestandteil des Abschnittes 4.4. An dieser Stel-
le lässt sich der beobachtete MR-Effekt auch anhand der zuvor analysierten aktuatorischen
Spannungen und den dargestellten Partikelverschiebungen der Abbildung 4.6 nachvollzie-
hen. Eine parallele Belastung B̄ = B̄1 ergibt demnach eine Verringerung der notwendigen
Zugspannungen für ǭ11 = 1% = konstant und ein senkrechtes magnetisches Feld B̄ = B̄2
eine Vergrößerung. Diese Erkenntnisse sind auf die relative Änderung des Elastizitätsmoduls
übertragbar.
Qualitativ ähnliche Ergebnisse der gleichen Größenordnung sind den unendlich langen ge-
wellten Ketten zugeordnet (grüne Kurven). Auch an dieser Stelle ruft B̄ = B̄1 vertikale Ver-
schiebungen der Partikel hervor, welche die Kette flacher werden lassen. Die Einschlüsse sind
demnach bestrebt, möglichst gerade Ketten auszubilden. Die Verdrängungen des dazwischen-
liegenden Matrixmaterials führt zu einer Verringerung der notwendigen Zugspannungen σ̄11
und damit zu ∆Ēr < 0. Eine senkrechte magnetische Belastung B̄ = B̄2 geht mit der Bildung
kurzer, vertikal ausgerichteter Ketten einher. Dies führt wiederum zu einem zusätzlichen Bei-
trag zur Zugspannung σ̄11, was folglich ∆Ēr > 0 ergibt.
Tabelle 4.1: Volumenkonzentration ϕ, Größe des Berechnungsgebietes lB, Mittelpunktskoordinaten der Ein-
schlüsse mit Koordinatenursprung in der unteren linken Ecke und Anzahl an Q8-Elementen nE
∂B
von den RVE
der Abbildung 4.13.
RVE ϕ/% lB/µm Mittelpunktskoordinaten/µm n
E
∂B
19,6 10× 10 (5;5) 69× 69
31,4 6,25× 10 (3,125;5) 43× 69
20,5 12× 24 (3;12) (9;8) (9;16) 49× 98
19,2 12× 17 (3;6) (9;11) 83× 117
An dieser Stelle lässt sich erneut feststellen, dass resultierende Lasten, bei sphärischen Parti-
keln insbesondere Kräfte, ausschlaggebend für makroskopische Effekte sind. Weiterhin wer-
den die Aussagen bezüglich der Anwendungsgrenzen eines linearen Magnetisierungsgesetzes
aus den beiden vorangegangenen Abschnitten 4.4 und 4.5 bestätigt.
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4.6.2 Kettenförmige Strukturen endlicher Länge
Die Annahme von idealen Ketten unbegrenzter Ausdehnung ist für reale MRE wenig zutref-
fend. Ein weiterer Schritt zum Verständnis des effektiven magnetomechanischen Verhaltens
besteht demnach in der Analyse von Strukturen endlicher Länge. Zunächst wird dafür der
effektive Elastizitätsmodul von geraden Ketten mit nP Partikeln der Durchmesser d = 5µm
betrachtet. Dazu dient im Folgenden die in der Abbildung 4.14 (a) dargestellte Anordnung.
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Abbildung 4.14: Gerade Ketten endlicher Länge: (a) schematische Darstellung des Berechnungsmodells und
(b) Volumenkonzentration ϕ sowie effektiver Elastizitätsmodul Ē bezogen auf die Steifigkeit einer unendlich
langen Kette Ē∞ in Abhängigkeit der Partikelanzahl nP.
Der effektive Elastizitätsmodul lässt sich anhand eines einfachen Modells in Form einer Rei-
henschaltung von linearen Federn approximieren. Die in der Abbildung 4.14 (a) skizzierte
Kettenstruktur ist eine Reihenschaltung von nP partikelverstärkten Einheitszellen der Län-
ge lP = 6,25µm und zwei Randbereichen reinen Matrixmaterials mit einer Gesamtlänge
lR = 10µm− lP. Das Simulationssmodell besteht aus nE∂B = [69+ 43 (nP − 1)]× 69 Elemen-
ten mit biquadratischen Ansätzen. Der Partikelvolumengehalt
ϕ =
nP
π
4
d2
(lR + nPlP)10µm
(4.21)
geht mit nP → ∞ gegen den Wert 31,4 %, siehe Abbildung 4.14 (b). Dieses Ergebnis ent-
spricht dem Resultat der zweiten Einheitszelle aus dem vorangegangenen Unterabschnitt,
vergleiche Tabelle 4.1. Aus den zuvor beschriebenen Überlegungen folgt der effektive Elasti-
zitätsmodul
Ē =
lR + nPlP
lR
E+
+
nPlP
Ē∞
(4.22)
in Abhängigkeit der Partikelanzahl nP. Das in der Abbildung 4.14 (b) durch die schwarze Kur-
ve dargestellte Resultat der Gleichung (4.22) ist auf Ē∞ = 6,11 · 107 Pa bezogen. Dieser Be-
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zugswert entspricht dem Elastizitätsmodul der zweiten Einheitszelle des vorangegangenen
Unterabschnittes für B̄ = 0. Das Ergebnis des Modells (4.22) und die diskreten Werte der
Simulation (rote Kreuze) stimmen für länger werdende Ketten gut überein. Beide Verläufe
nähern sich dem Wert einer unendlich langen Kette asymptotisch an, das heißt, der Einfluss
der Randbereiche auf die mechanischen Eigenschaften des Verbundes nimmt für größer wer-
dende nP ab. Der effektive Elastizitätsmodul des reinen Matrixmaterials mit nP = 0 ergibt sich
dabei unter der Voraussetzung des EVZ und mit σ̄22 = 0 zu Ē =
E+
(1−ν+)(1+ν+) = 2,38 · 107 Pa.
In der Abbildung 4.15 ist der MR-Effekt für Ketten mit nP ∈ {2, 3, 6, 7, 17} dargestellt. Die vor-
angegangene Aussage, dass die Partikelanzahl einen degressiven Einfluss hat, wird durch die
errechneten Verläufe bestätigt. Der Unterschied zwischen den schwarzen (nP = 2) und roten
Kurven (nP = 3) ist deutlich größer als zwischen den blauen (nP = 6) und grünen (nP = 7).
Das Resultat mit nP = 17 stellt näherungsweise das Verhalten einer sehr langen, jedoch end-
lichen Kette dar. Alle betrachteten Strukturen weisen einen positiven MR-Effekt ∆Ēr > 0 für
eine parallele Belastung und einen negativen ∆Ēr < 0 für eine senkrechte Lastanordnung
auf. Im Vergleich zur unendlich langen geraden Kette (rote Kurven in der Abbildung 4.13)
kommt zu diesem qualitativen Unterschied der deutlich größere Betrag der beobachteten Ef-
fekte hinzu. Als Ursache sind die resultierenden Kräfte auf die einzelnen Partikel einer Kette
endlicher Länge zu benennen, die eine anziehende Wirkung für B̄ = B̄1 oder eine abstoßende
für B̄ = B̄2 hervorrufen. Mit dem in dieser Arbeit vorgeschlagenen Modell und den verwende-
ten periodischen RB stellt lR > 0 eine essentielle Voraussetzung für relevante makroskopische
Effekte gerader Ketten dar. Unter dieser Bedingung wird das gekoppelte magnetomechani-
sche Verhalten von MRE nicht durch die Deformation der sehr steifen Partikel selbst, sondern
durch ihre annähernd als Starrkörperbewegung zu verstehende Lageänderung hervorgeru-
fen.
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Abbildung 4.15: MR-Effekt von geraden Ketten endlicher Länge mit magnetisch nichtlinearem (durchgezogene
Linien) sowie linearem Materialverhalten (gestrichelte Linien) für: (a) eine parallele Belastung und (b) eine
sowohl zur Kettenrichtung als auch zur mechanischen Belastung senkrecht wirkende magnetische Last.
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Abschließend werden zwei Strukturen mit jeweils drei zueinander versetzten kreisrunden
Partikeln sowie eine Anordnung, die aus vier Einschlüssen elliptischen Querschnittes besteht,
analysiert. In der Legende der Abbildung 4.16 sind die zugehörigen RVE schematisch darge-
stellt. Detaillierte Informationen bezüglich der Geometrie und der Berechnungsgitter enthält
die Tabelle 4.2. Die ersten beiden Modelle dienen dem Verständnis des Unterschiedes zwi-
schen ideal geraden und welligen Ketten. Hierbei ist die Welligkeit entscheidend für das
Vorzeichen des MR-Effektes. Die elliptischen Einschlüsse besitzen die Halbachsen e1 =
d
2 und
e2 =
d
6 , wobei die Hauptachsen abwechselnd um ±45° zur Horizontalen verdreht sind.
Die erste Struktur zeigt bei einer parallelen Belastung B̄ = B̄1 einen negativen MR-Effekt
∆Ēr < 0, siehe schwarze Kurven in der Abbildung 4.16 (a). Die Partikel sind bestrebt, Po-
sitionen in einer annähernd geraden Kette einzunehmen. Durch den relativ geringen ho-
rizontalen Versatz der Einschlüsse und das umgebende Matrixmaterial kommt es zu einer
Verlängerung der kurzen Kette und folglich zu einer Verringerung der erforderlichen Zug-
spannung σ̄11. Dieses Verhalten stimmt qualitativ mit den Inhalten der Abbildung 4.6 (b)
überein. Eine senkrechte Belastung führt auf einen positiven MR-Effekt ∆Ēr > 0, dargestellt
durch die schwarzen Kurven in der Abbildung 4.16 (b).
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Abbildung 4.16: MR-Effekt kurzer Ketten mit magnetisch nichtlinearem (durchgezogene Linien) sowie linea-
rem Materialverhalten (gestrichelte Linien) für: (a) eine parallele Belastung und (b) eine sowohl zur Ketten-
richtung als auch zur mechanischen Belastung senkrecht wirkende magnetische Last.
Eine andere Ausgangslage der drei Einschlüsse, welche sich durch einen geringeren vertika-
len Versatz und einen vergrößerten horizontalen Abstand auszeichnet, bewirkt eine quali-
tative Veränderung des MR-Effektes. Einerseits unterscheidet sich das Vorzeichen bei einer
parallelen Belastung, das heißt, es ergibt sich∆Ēr > 0 für B̄ = B̄1, siehe rote Kurven in der Ab-
bildung 4.16 (a). Der Verlauf für zueinander senkrechte Lasten B̄ = B̄2 besitzt im Gegensatz
zu allen bisher betrachteten Ergebnissen im vorgegebenen Belastungsbereich das gleiche Vor-
zeichen∆Ēr > 0, dargestellt in der Abbildung 4.16 (b). Andererseits ist der ermittelte Betrag
des MR-Effektes circa eine Größenordnung kleiner als bei der zuvor untersuchten kurzen
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Kette mit größerer Welligkeit. Aus dem Detail der Abbildung 4.16 (b) geht hervor, dass der
Verlauf für nichtlineares Magnetisierungsverhalten nicht monoton ist. Nach dem Erreichen
eines Maximums bei B̄ ≈ 0,3T verringert sich der MR-Effekt. Bei einer weiteren Laststeige-
rung über 0,6 T hinaus wechselt das Vorzeichen von ∆Ēr. Dieses Verhalten ist ebenfalls bei
einer parallelen Belastung zu beobachten, was jedoch hier nicht dargestellt ist. Bei der analy-
sierten Struktur kommt es zu einer Überlagerung zweier bereits erklärter Phänomene. Eines
davon ist mit dem Bestreben zur Ausbildung gerader Ketten verknüpft (schwarze Kurven in
der Abbildung 4.16). Das andere entstammt der attraktiven Wechselwirkung innerhalb einer
geraden kurzen Kette (rote Kurven mit nP = 3 in der Abbildung 4.15). Da beide allerdings mit
unterschiedlichen Vorzeichen des MR-Effektes verbunden sind, lässt sich der vergleichsweise
kleine Betrag von ∆Ēr sowie die Vorzeichenumkehr bei hinreichend großen Werten von B̄
begründen. Der nicht monotone Verlauf des MR-Effektes, der im eingezeichneten Detail der
Abbildung 4.16 (b) erkennbar ist, entsteht aus dem Zusammenspiel des nichtlinearen Ma-
terialverhaltens und der inhomogenen Partikelmagnetisierung. Beide zusammen bewirken
eine Anisotropie der effektiven Magnetisierung. Im Rahmen kleiner Deformationen werden
alle Inkremente bezüglich der unverformten Ausgangskonfiguration gelöst. Dieser Fakt stellt
einen weiteren Einfluss für das beobachtete nicht monotone Verhalten dar.
Die Struktur mit den vier Einschlüssen elliptischen Querschnittes zeigt, trotz des kleinsten
Partikelanteils aller hier analysierter RVE, den größten MR-Effekt mit ∆Ēr < 0 für B̄ = B̄1
und ∆Ēr > 0 für B̄ = B̄2, dargestellt durch blaue Kurven in der Abbildung 4.16. Als Ursa-
che sind die auf einzelne Partikel wirkenden Drehmomente anzuführen, vergleiche Unterab-
schnitt 3.6.4. Laut [80, 178] sind diese Drehmomente proportional zuϕ, wobei dipolbasierte
Wechselwirkungen für makroskopische Kopplungseffekte vom Quadrat der Volumenkonzen-
tration abhängen. Die Partikel sind durch ihre Formanisotropie bestrebt, sich mit der großen
Halbachse parallel zur effektiven magnetischen Belastung auszurichten. Daher kommt es
bei B̄ = B̄1 zu einer Verlängerung innerhalb des RVE, welche eine Verringerung der erforder-
lichen Zugspannung σ̄11 und demnach einen negativen MR-Effekt bewirkt. Diese Argumen-
tation ist für ein vertikales magnetisches Feld übertragbar.
Tabelle 4.2: Volumenkonzentration ϕ, Größe des Berechnungsgebietes lB, Mittelpunktskoordinaten der Ein-
schlüsse mit Koordinatenursprung in der unteren linken Ecke und Anzahl an Q8-Elementen nE
∂B
von den RVE
der Abbildung 4.16.
RVE ϕ/% lB/µm Mittelpunktskoordinaten/µm n
E
∂B
12,5 24× 17 (7;6,5) (12;10,5) (17;6,5) 166× 117
12,5 24× 17 (5,75;7,6) (12;9,4) (18,25;7,6) 166× 117
9,1 28,75× 10 (5;5) (11,25;5) (17,5;5) (23,75;5) 198× 69
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5.1 Zusammenfassung
Die aus magnetisierbaren Partikeln und einer weichen elastischen Matrix bestehenden MRE
sind ein Verbundwerkstoff mit magnetisch steuerbaren Eigenschaften. In der vorliegenden
Arbeit wird ein kontinuumsmechanisches Modell zur Beschreibung der relevanten physika-
lischen Phänomene bereitgestellt, wobei neben der allgemeinen Formulierung mit großen
Deformationen auch der Sonderfall kleiner Deformationen beinhaltet ist. Das vorgeschlage-
ne Modell basiert auf einer additiven Zerlegung der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie
und beschreibt das Verhalten der heterogenen Mikrostruktur.
Die Lösung zugehöriger RWA erfolgt mit der FEM beziehungsweise der XFEM. Randbedin-
gungen werden durch ein entsprechendes Partitionieren des resultierenden Gleichungssys-
tems umgesetzt. Dadurch ist es möglich, die sich anschließende Verifikation und Validierung
anhand von Simulationen mit der vollen zur Verfügung stehenden Rechengenauigkeit durch-
zuführen und gezielte Aussagen zum Konvergenzverhalten abzuleiten. Um einen Vergleich
mit analytischen Referenzlösungen zu gewährleisten, ist die dargestellte numerische Umset-
zung auf zweidimensionale Problemstellungen beschränkt. Aus der Analyse zweier RWA, die
für das makroskopische Verhalten von MRE eine besondere Relevanz besitzen, geht hervor,
dass sich die Ergebnisse der Modelle mit großen und kleinen Deformationen für magnetisch
nichtlineares Materialverhalten nur marginal voneinander unterscheiden.
Darauf aufbauend erfolgt die Homogenisierung des magnetomechanischen Feldproblems im
Rahmen kleiner Deformationen, wobei die gewählte Implementierung eine effiziente Steue-
rung und Auswertung des zugehörigen Skalenüberganges ermöglicht. Aus einer Volumen-
mittelung der lokal inhomogenen Feldverteilungen folgen die makroskopischen Variablen.
Auf Basis dieser Größen lassen sich Aussagen über das effektive Verhalten heterogener Mi-
krostrukturen ableiten. Somit ist neben den rein magnetischen und mechanischen Materi-
aleigenschaften das gekoppelte magnetomechanische Verhalten analysierbar. Darunter sind
aktuatorische Spannungen, magnetostriktive Dehnungen und der MR-Effekt zu verstehen.
Die zu diesem Zweck herangezogenen Mikrostrukturen lassen sich in zwei Gruppen einteilen.
Zum einen werden idealisierte Partikelanordnungen betrachtet, bei denen sich die Partikel
auf idealen Gitterplätzen einer periodischen Struktur befinden. Zum anderen erfolgt die Aus-
wertung des Verhaltens von Berechnungsmodellen mit zufällig angeordneten Partikeln, die
einer polydispersen Verteilung entstammen.
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5.2 Schlussfolgerungen
Die in den drei Abschnitten 4.4 bis 4.6 untersuchten makroskopischen, gekoppelten magne-
tomechanischen Effekte sind nicht unabhängig voneinander. Vielmehr sind die Zusammen-
hänge zwischen den aktuatorischen Spannungen, den magnetostriktiven Dehnungen und
dem MR-Effekt anhand von auftretenden Partikelbewegungen nachvollziehbar. Prinzipiell
unterscheiden sich die Simulationen durch die mechanischen RB. Während für die Analy-
se der aktuatorischen Spannungen einer Struktur ǭkl = 0 vorzugeben ist und mechanische
Spannungen ausgewertet werden, sind im Falle von magnetostriktiven Dehnungen die ef-
fektiven mechanischen Spannungen Null und es erfolgt die Bestimmung der zugeordneten
makroskopischen Verformung. Der MR-Effekt wird hier durch einen makroskopisch einach-
sigen Zugversuch mit einer vorgeschriebenen Dehnung von ǭ11 = 1% durchgeführt, wobei
für jede Laststufe der effektive Elastizitätsmodul aus einem einfachen linearen Zusammen-
hang Ē = σ̄11ǭ11 zu ermitteln ist. Ausschlaggebend für das gekoppelte magnetomechanische Ver-
halten sind, unabhängig von diesen mechanischen RB, die Verteilung der magnetischen Feld-
größen in der heterogenen Struktur und die daraus entstehenden Lastverteilungen an den
Sprungflächen. Zur Erklärung soll die einfache Struktur mit nP = 2 aus der Abbildung 4.15
herangezogen werden. Für eine horizontale magnetische Belastung B̄ = B̄1 wirken anzie-
hende Kräfte zwischen beiden Partikeln, vergleiche hierzu auch Unterabschnitt 3.7.1. Bei
der Analyse aktuatorischer Spannungen bewirkt dies makroskopische Zugspannungen. Die
Betrachtung des magnetostriktiven Verhaltens liefert hingegen eine Stauchung. Da sich der
MR-Effekt in dieser Arbeit aus der magnetfeldabhängigen Veränderung mechanischer Span-
nungen ergibt, ist mit σ̄11 > 0 ebenfalls ∆Ēr > 0 verknüpft. Die Verläufe in Abhängigkeit der
effektiven magnetischen Belastung gleichen sich demnach qualitativ, bis auf unterschiedliche
Vorzeichen, für alle drei Analysearten. Quantitative Unterschiede können durch die entspre-
chenden mechanischen RB in senkrechter Richtung und das Querkontraktionsverhalten des
elastischen Materials entstehen.
Das für kleine Werte der magnetischen Belastung quadratische Verhalten aller Kopplungsef-
fekte resultiert aus der magnetischen Spannung entsprechend der Gleichung (2.92). Ab einer
gewissen Größe gewinnt die materielle Nichtlinearität der magnetisierbaren Partikel an Be-
deutung. Dafür ist neben dem Volumenanteil ϕ auch die innere Struktur der betrachteten
Proben ausschlaggebend. Die diesbezüglich festgestellten Werte variieren zwischen 0,15 T
und 0,4 T. Eine realistische Modellierung von MRE erfordert die Lösung dreidimensionaler
RWA. Dabei ist bei gleicher makroskopischer magnetischer Belastung mit größeren Werten
der Magnetisierung einzelner Partikel und demnach mit noch früher einsetzenden Sättigungs-
effekten zu rechnen. Dies lässt sich aus dem Unterschied der Magnetisierung zwischen einer
Kugel und einem Kreiszylinder begründen. Die Magnetisierung der Kugel mit konstanter rela-
tiver Permeabilität in einem homogenen Fernfeld ist für µr≫ 1 um den Faktor 1,5 größer als
die des senkrecht zur Rotationsachse belasteten Kreiszylinders desselben Materials im glei-
chen äußeren Feld. Für µr = 7,11 ist die Magnetisierung einer Kugel um 34 % größer als die
des Kreiszylinders und für µr = 27,61 bereits um 45 %. In einem ebenen Problem können
sich lediglich die magnetischen Feldlinien aus der Ebene im Einschluss konzentrieren. Bei
einer magnetisierbaren Kugel werden hingegen auch die Feldlinien aus der dritten Richtung
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im Einschluss verdichtet, was zu einer größeren Magnetisierung im Inneren führt. Demnach
sind die angegebenen Grenzwerte für die Relevanz eines nichtlinearen Materialmodells für
praktische Sachverhalte nach unten zu korrigieren. Eine quantitative Aussage lässt sich erst
aus entsprechenden dreidimensionalen Simulationen ableiten. Die hier angegebenen Werte
können somit als obere Schranken angesehen werden. Die Aussage von SCHUBERT in [199],
dass CIP von BASF für Feldstärken von bis zu 500 kA m−1 mit magnetisch linearen Eigenschaf-
ten abbildbar ist, kann durch die erzielten Ergebnisse nicht bestätigt werden, siehe auch [80].
Gleiches lässt sich auf die Annahme von HAN in [93, 95] übertragen.
Die im Abschnitt 3.7 motivierte und in Kapitel 4 verwendete Formulierung mit kleinen De-
formationen beinhaltet einige Einschränkungen. Das ausschließliche Betrachten der Refe-
renzkonfiguration hat zur Folge, dass die Auswirkungen von Strukturänderungen unberück-
sichtigt bleiben. Dazu gehören Fragestellungen wie beispielsweise das Verhalten bezüglich
der Monotonie von kurzen, wenig gewellten Ketten. Ebenso geht ein möglicher Einfluss der
Reihenfolge bei der Lastaufbringung verloren, was insbesondere bedeutet, dass keine Ex-
perimente mit Vorspannung [50] zur Validierung herangezogen werden können. Die ver-
wendeten RVE für magnetorheologische Elastomere mit anisotropen Eigenschaften aus Un-
terabschnitt 4.5.2 können, wie bereits aufgeführt, nur bedingt das Verhalten realer Proben
abbilden. Dabei fehlen wichtige Informationen der Struktur, die sich unter dem Einfluss ei-
nes äußeren Magnetfeldes bei der Herstellung entsprechender Proben entwickeln. Die be-
rechneten Ergebnisse sind essentiell von der Lage der Partikel abhängig. Kleine Störungen
zwischen den Abständen, zum Beispiel von ideal gerade angeordneten Einschlüssen im Un-
terabschnitt 4.6.2, besitzen sowohl einen qualitativen als auch einen quantitativen Einfluss.
In der Praxis ist davon auszugehen, dass eine sehr lange gerade Kette unter einer axialen ma-
gnetischen Belastung in viele kurze Stücke zerbricht. Eine Verallgemeinerung dieser Aussage
führt zu Stabilitätsanalysen im Zusammenhang mit Verzweigungsproblemen, welche eben-
falls eine Beschreibung mit großen Deformationen benötigen. Die Arbeitsgruppe um PONTE
CASTAÑEDA beschreibt ein solches Problem anhand der Homogenisierung von MRE in [80]
und für elektroaktive Verbundwerkstoffe in [179].
Verschiedene experimentelle Untersuchungen des Striktionsverhaltens von MRE mit isotro-
pen Eigenschaften bestätigen alle eine Probenverlängerung in Richtung der magnetischen
Belastung [89, 94, 213, 244]. Diese Aussage lässt sich mit dem vorgeschlagenen Modell
bestätigen. Für Proben mit anisotropen Eigenschaften wird in [50, 83, 89, 94] eine Verlänge-
rung bei einem zu den kettenförmigen Strukturen parallelen magnetischen Feld nachgewie-
sen. Die in [47, 244] präsentierten Ergebnisse beschreiben dahingegen eine Verkürzung der
Proben. Ein ähnlicher Widerspruch besteht zwischen den Vorhersagen einiger theoretischer
Modelle [111, 251]. Makroskopische Materialmodelle werden an ausgewählte experimen-
telle Daten angepasst und sind somit inhärent in der Lage, das jeweils „richtige“ Verhalten
vorherzusagen. In dieser Arbeit fließt die Struktur der mikroskopischen Skale in die Simula-
tionen ein. Somit sind die Ergebnisse qualitativ und quantitativ von der gewählten Partikel-
anordnung abhängig. Ähnliche Einflüsse, wie die Probenherstellung und die Eigenschaften
der verwendeten Konstituenten, können ursächlich für unterschiedliche experimentelle Re-
sultate sein. Weiterhin existieren in der Literatur verschiedene Auffassungen darüber, ob die
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messbaren Effekte von MRE mit anisotropen Eigenschaften größer sind als bei denen mit iso-
tropen. HAN et al. widersprechen sich in [94, 95] diesbezüglich selbst. In [199] ist angegeben,
dass Proben mit kettenförmig angeordneten Partikeln den größeren MR-Effekt aufweisen.
Neben einer kontinuumsbasierten Formulierung existieren in der Literatur zahlreiche Theori-
en, die auf Dipol-Dipol-Wechselwirkungsmodellen beruhen [95, 112, 113, 120, 172]. Das dar-
in hergeleitete makroskopische Verhalten folgt aus energetischen Betrachtungen, wobei häu-
fig stark einschränkende Annahmen getroffen werden, so zum Beispiel in [114] bezüglich des
Volumenanteils magnetisierbarer Partikel. Die dort festgeschriebene Grenze von ϕ ≤ 20%
findet in den dargestellten Ergebnissen jedoch keine konsequente Berücksichtigung. Eine
mögliche Erweiterung dieser Modellierungsstrategie ist durch eine Multipol-Entwicklung
in [20] beschrieben. Derartigen Einschränkungen unterliegt das vorgeschlagene Modell nicht.
Die erzielten Ergebnisse verdeutlichen, dass es nicht möglich ist, die beobachteten makrosko-
pischen Kopplungseffekte allein aus der Kenntnis der effektiven Feldgrößen zu bestimmen.
Ein entscheidender Einfluss kommt dabei der heterogenen Mikrostruktur zu. Der MR-Effekt
einer unendlich langen und geraden Kette ist verschwindend gering gegenüber dem einer
sehr langen, jedoch endlichen Kette. Obwohl beide Strukturen für große Werte von nP nahe-
zu identisch sind und sich demnach gleiche makroskopische magnetische und mechanische
Feldgrößen ergeben, unterscheidet sich das gekoppelte magnetomechanische Verhalten si-
gnifikant. Die Abbildung eines derartigen Zusammenhangs ist als Anforderung für ein über-
geordnetes makroskopisches Materialmodell zu definieren.
Aus der Aufspaltung der Gesamtspannung in einen mechanischen und einen magnetischen
Anteil resultieren im zu lösenden mechanischen Teilsystem Lastvektoren, die eine quadra-
tische Abhängigkeit von abgeleiteten magnetischen Feldgrößen besitzen. Die damit einher-
gehenden Fehler und deren Auswirkungen auf die Ergebnisse sind durch die Verwendung
von Elementen mit höherwertigen Formfunktionen wesentlich geringer. Demnach lässt sich
schlussfolgern, dass Elemente mit linearen Ansätzen zur Lösung des magnetomechanischen
Feldproblems prinzipiell wenig geeignet sind.
Unabhängig von den in dieser Arbeit betrachteten heterogenen Strukturen lässt sich fest-
stellen, dass aus den Ergebnissen lediglich qualitative Aussagen ableitbar sind. Die jeweils
beobachteten Effekte können in Abhängigkeit einer magnetischen Belastung bezüglich ihres
Vorzeichens und der anfänglichen Sensitivität quantifiziert werden. Darüber hinausgehende
Aussagen sind nur bedingt möglich. Somit dient das zur Verfügung gestellte Werkzeug in ers-
ter Linie dem grundlegenden Verständnis zur Phänomenologie von MRE unter magnetischen
und mechanischen Belastungen.
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5.3 Ausblick
Aus den im vorherigen Abschnitt aufgeführten Schlussfolgerungen lassen sich interessante
und wesentliche Aspekte für den Ausbau und die Fortführung der betrachteten Thematik
ableiten.
Aussagekräftige Simulationsergebnisse hängen essentiell von der zugrunde gelegten Mikro-
struktur ab. Ein relativ leicht zu realisierendes Modell beinhaltet zufällig verteilte Ellipsen
unterschiedlicher Gestalt und Größe. Formanisotrope Partikel haben einen Einfluss auf die
makroskopischen Effekte, da auf sie neben resultierenden Kräften insbesondere Momente
wirken. Weiterführende Betrachtungen erfordern komplexere Partikelanordnungen. Struktu-
ren mit anisotropen Eigenschaften können beispielsweise durch Evolutionsprozesse generiert
werden, das heißt, dass der Bildungsprozess von Ketten zu simulieren ist. Wie auch bei MRE
mit isotropem Verhalten sind die Größenverteilung und die Form der Partikel maßgebliche
Eingangsdaten.
Darauf aufbauend kann die Modellerstellung auch mit dreidimensionalen Bildern realer Mi-
krostrukturen auf Grundlage der Grauwertinformationen eines Computertomogramms er-
folgen. Voxelbasierte Verfahren besitzen den Nachteil einer induzierten Anisotropie, da die
Normalenvektoren lediglich drei Orientierungen aufweisen [57]. Durch geeignete Segmen-
tierungsverfahren ist eine direkte Überführung von Bilddaten in ein Berechnungsmodell mög-
lich [164].
Die vorgeschlagene Modellierungsstrategie ist für eine derartige Herangehensweise gut ge-
eignet, wobei die Implementierung für dreidimensionale Strukturen zu erweitern ist. Durch
eine adaptive Netzverfeinerung ist zudem die Möglichkeit gegeben, Bereiche, in denen hohe
Gradienten aufzulösen sind, genauer zu erfassen als solche, in denen die Feldverteilungen re-
lativ ungestört sind. In [148] wird gezeigt, dass sich die Verfahren der isogeometrischen Ana-
lyse und der Randelementmethode mit der klassischen FEM kombinieren lassen, um magne-
tische und magnetomechanische Feldprobleme zu lösen. Da höherwertige Ansatzfunktionen
zur Abbildung der Kopplungseffekte generell gut geeignet sind, bietet ein solches Vorgehen
Vorteile und ein hohes Potential für zukünftige Forschungsaufgaben.
Um quantitative Aussagen aus den Simulationen abzuleiten, ist es notwendig, die Homo-
genisierung ebenfalls mit großen Deformationen zu formulieren. Die damit einhergehende
Lösung der mikroskopischen RWA für die Lokalisierung des Skalenüberganges ist effizient
mit einem monolithischen Gleichungssystem möglich. Aus den Untersuchungen in [122] ge-
hen die Vorteile einer konsistenten Linearisierung und deren Implementierung im Vergleich
zur sequentiellen Lösung hervor. Eine interessante Anwendungsmöglichkeit besteht in der
Bestimmung der optimalen Volumenkonzentration magnetischen Materials. Damit ist eine
Parameterstudie verbunden, welche sowohl die Partikelform und deren Anordnung als auch
die Materialeigenschaften der Matrix und der Partikel betrachtet. Mit der Lösung dieser Pro-
blemstellung lässt sich in einer allgemeineren Art an das Resultat von DAVIS [53] anknüpfen,
mit dem eine optimale Volumenkonzentration von ϕ = 27% verbunden ist.
Weitere Erweiterungs- und Anpassungsmöglichkeiten bestehen in Bezug auf die zugrunde
gelegten Materialmodelle der einzelnen Bestandteile von MRE. So kann ein ausgeprägtes
ratenabhängiges Verhalten des Matrixmaterials die Implementierung eines viskoelastischen
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Materialmodells erfordern. Das in dieser Arbeit verwendete neo-HOOKE-Modell liefert nur
bis zu gewissen Verzerrungen sinnvolle Ergebnisse. Ein Vorschlag für ein allgemeineres Mo-
dell ist durch den Ansatz von OGDEN gegeben [167]. Maßgeblich für die auftretenden Ver-
zerrungen sind nicht nur die Verformungen, die durch die Bewegung der Partikel entstehen,
sondern hauptsächlich auch solche, die durch mechanische Lasten von außen verursacht wer-
den. Somit ist das Zusammenspiel realen Materialverhaltens und der zu erwartenden Lasten
ein Schlüsselkriterium für die Wahl eines geeigneten konstitutiven Modells. Die vergleichs-
weise steifen magnetisierbaren Partikel können sich auch durch ausgeprägte Hysteresen in
ihren Magnetisierungskurven auszeichnen. Solche, als magnetisch harte Partikel bezeichnete
Einschlüsse, erfordern die Implementierung eines irreversiblen Materialmodells, durch das
eine remanente Magnetisierung beschreibbar ist.
Zur gezielten Analyse des magnetischen Materialverhaltens der Partikel ist eine Messung
von CIP mit einem VSM wenig geeignet, da sich stets integrale Werte eines stark inhomo-
genen Partikel-Luft-Gemisches ergeben. Die Kenntnis der lokalen Feldverteilungen aus Lo-
kalisierungsrechnungen eröffnet die Möglichkeit, das gesuchte Materialverhalten aus einer
Kombination von experimentellen Untersuchungen und Simulationen wesentlich genauer zu
quantifizieren als bisher. Dabei gilt es, den Einfluss des Demagnetisierungsverhaltens einzel-
ner Partikel zu ermitteln und zum Beispiel mit hochauflösenden SQUID-Analysen [41, 42,
118] („superconducting quantum interference device“) zu verknüpfen [164]. Die Symbiose
von Experimenten und Simulationen in Verbindung mit bildgebenden Verfahren zur Modell-
generierung bildet einen Ansatz zur Aufklärung einer experimentell sehr wichtigen, jedoch
wenig erforschten und belegten Fragestellung.
Als ein übergeordnetes Ziel ist ein makroskopisches Materialmodell für MRE zu nennen, in
welchem der Einfluss der zugrunde liegenden heterogenen Mikrostruktur Berücksichtigung
findet. Der Großteil der bisher in der Literatur bekannten Modelle ist phänomenologisch mo-
tiviert und kommt ohne genaue Berücksichtigung der heterogenen Struktur der Proben aus.
Aus der Analyse des Einflusses der Partikelform und deren Anordnung im Verbundwerkstoff
ist es möglich ein vertieftes Verständnis über die komplexen Zusammenhänge der gekoppel-
ten magnetomechanischen Effekte zu erhalten. Aus gezielten Aussagen über das effektive
Verhalten makroskopischer MRE-Proben unter magnetischen und mechanischen Belastun-
gen, kann der Einsatzbereich dieser interessanten Werkstoffklasse erweitert und die Verbrei-
tung in technischen Anwendungen vorangetrieben werden.
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A Erläuterungen zur
Transformation magnetischer
Feldgrößen
Für die nachfolgenden Ausführungen sei beispielsweise auf [43] verwiesen. Darin ist ein über-
sichtlicher Einstieg zum CARTANschen Kalkül der alternierenden Differentialformen gegeben.
Es sind
hD = hldx
l (A.1)
die der magnetischen Feldstärke zugeordnete alternierende Differentialform ersten Grades
und
bD =
1
2!
blmdx
l ∧ dx m (A.2)
die der magnetischen Flussdichte zugeordnete alternierende Differentialform zweiten Gra-
des. Das Symbol ∧ kennzeichnet das alternierende Produkt der Differentialgeometrie. Wei-
terhin ist
wD =
1
3!
wlmndx
l ∧ dx m ∧ dx n (A.3)
die der magnetischen Energiedichte zugeordnete alternierende Differentialform dritten Gra-
des. In dem in dieser Arbeit zugrunde liegenden dreidimensionalen EUKLIDischen Raum kor-
respondiert hD mit dem Vektorfeld der magnetischen Feldstärke. Beide Darstellungsarten der
magnetischen Feldstärke sind durch ein Linienintegral miteinander verbunden [43]. Daraus
und mit den Zusammenhängen (2.3) und (2.4) ist die in der Gleichung (2.68 b) verwende-
te Transformationsbeziehung nachvollziehbar, welche eine Möglichkeit zur Verknüpfung der
magnetischen Feldstärke mit Bezug zur Momentan- und Referenzkonfiguration beschreibt.
Die magnetische Flussdichte lässt sich mit
bpq = epqr br (A.4)
einem vollständig antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe zuordnen, dessen Koordinaten
denen der korrespondierenden Differentialform zweiten Grades gleichen. Der Zusammen-
hang zwischen beiden Größen wird durch ein Flächenintegral beschrieben [43]. Mit der Be-
ziehung (2.7) ist daraus die Gleichung (2.68 a) für die Transformation der magnetischen
Flussdichte von der Momentan- in die Referenzkonfiguration herleitbar.
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Weiterhin gleicht die magnetische Energiedichte dem alternierenden Produkt
wD =
1
2
hD ∧ bD (A.5)
der Differentialformen hD und bD. In dem zugrunde liegenden dreidimensionalen Raum las-
sen sich die Gleichungen (A.1) bis (A.3) zu
hD = h1dx
1 + h2dx
2 + h3dx
3 (A.6)
und
bD = b23dx
2 ∧ dx3 + b31dx3 ∧ dx1 + b12dx1 ∧ dx2 (A.7)
sowie zu
wD = w123dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 (A.8)
vereinfachen. Für die magnetische Energiedichte folgt mit den Gleichungen (A.6) und (A.7)
wD =
1
2
 
h1dx
1 ∧ b23dx2 ∧ dx3 + h2dx2 ∧ b31dx3 ∧ dx1 + h3dx3 ∧ b12dx1 ∧ dx2

. (A.9)
Die darin vorkommenden Koordinaten der alternierenden Differentialform zweiten Grades
bkl sind mit der Gleichung (A.4) durch die zugeordneten Vektorkoordinaten bk der magneti-
schen Flussdichte ausdrückbar. Damit und mit der Gleichung (A.8) ergibt sich
w123dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 = 1
2
(h1 b1 + h2 b2 + h3 b3)dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 (A.10)
und schließlich der einfache Zusammenhang
w123 =
1
2
hl bl (A.11)
für die skalare magnetische Energiedichte.
Eine alternative Darstellung der magnetischen Variablen ist durch Anwendung des HODGE-
Stern-Operators ∗ möglich [3]. Dabei gilt
∗dx l = 1
2
el
mn
dx m ∧ dx n . (A.12)
In dieser dualen Beschreibung entspricht die magnetische Feldstärke einer alternierenden
Differentialform zweiten Grades
∗hD = 1
2
hlmdx
l ∧ dx m . (A.13)
Im dualen Raum ist der magnetischen Feldstärke ein Flächenintegral zugeordnet und es folgt
die Transformation gemäß der Gleichung (2.69 b). Die magnetische Flussdichte korrespon-
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diert mit der alternierenden Differentialform ersten Grades
∗bD = 1
2
bldx
l . (A.14)
Aus dem zugehörigen Linienintegral folgt die in der Beziehung (2.69 a) angegebene Vor-
schrift zur Transformation der magnetischen Flussdichte. Die beiden alternierenden Diffe-
rentialformen ∗h und ∗b lassen sich im dreidimensionalen Raum mit den Beziehungen
∗hD = h23dx2 ∧ dx3 + h31dx3 ∧ dx1 + h12dx1 ∧ dx2 (A.15)
und
∗bD = b1dx1 + b2dx2 + b3dx3 (A.16)
beschreiben. Die magnetische Energiedichte ist aus
1
2
∗hD ∧ ∗bD = 1
2
 
h23dx
2 ∧ dx3 ∧ b1dx1 + h31dx3 ∧ dx1 ∧ b2dx2 + h12dx1 ∧ dx2 ∧ b3dx3

(A.17)
zusammen mit der auf die magnetische Feldstärke übertragenen Gleichung (A.4) berechen-
bar und stimmt mit dem Ergebnis der Gleichung (A.11) überein. Damit kann nachgewiesen
werden, dass aus beiden Darstellungsweisen die gleiche magnetische Energiedichte folgt.
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B Bestimmung der
Magnetisierungskurve
Die folgenden Ausführungen setzen verschwindende Deformationen voraus, sodass die ma-
gnetischen Feldgrößen der Momentankonfiguration denen der Referenzkonfiguration glei-
chen. In Abhängigkeit der regelbaren uniaxialen magnetischen Flussdichte ∞B1 wird das
magnetische Moment mm1 eines gefüllten Probenhalters mit einem VSM von Lake Shore auf-
genommen. Mit dem bekannten Probenvolumen V = 8,5 · 10−8 m3 lässt sich aus dem magne-
tischen Moment die Magnetisierung
M1 =
mm1
V
(B.1)
berechnen. Die angegebene Größe des Probenvolumens V ist kritisch zu betrachten. Es han-
delt sich dabei um das Nennvolumen des Probenhalters, das in der Regel nicht mit dem
eingefüllten Probenvolumen übereinstimmt. Eine bessere Möglichkeit zur Ermittlung von V
ist über die Bestimmung der Probenmasse und die Umrechnung mit einer bekannten Mas-
sendichte möglich.
Die Steuergröße ∞B1 entspricht der magnetischen Flussdichte in der Umgebung der Probe,
also in Luft mit µr = 1. Aus der Gleichung (2.61) folgt für das äußere magnetische Feld
∞Hk =
∞Bk
µ0
. (B.2)
Um auf die magnetische Feldstärke im Inneren der Probe schließen zu können, bedarf es
der Einführung des zweistufigen Demagnetisierungstensors Dkl, der allein für Ellipsoide ana-
lytisch herleitbar ist, da nur Körper solcher Form homogen magnetisierbar sind [149, 168].
Weiterführende Betrachtungen zum Demagnetisierungstensor, zum Beispiel für zylindrische
Körper endlicher Länge, sind in [29, 36, 37, 88] zu finden und für unendlich lange elliptische
Zylinder im Anhang C.4. Die magnetische Feldstärke im Probeninneren ergibt sich unter der
Annahme homogener Felder aus
Hk =
∞Hk − Dkl Ml . (B.3)
Für das hier betrachtete einachsige Problem ist demnach die probenformabhängige Koordi-
nate D11 anzugeben. Da die Gestalt des Messvolumens von einem Ellipsoiden abweicht, stellt
der in [75] angegebene und an dieser Stelle verwendete Wert von D11 = 0,45 lediglich eine
Näherung dar. Dies bedeutet auch, dass die in der Probe auftretenden magnetischen Felder
als inhomogen anzusehen sind.
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Schließlich ist die innere Feldstärke H1 aus den Gleichungen (B.1) – (B.3) über den Zusam-
menhang
H1 =
∞B1
µ0
− 0,45
mm1
V
(B.4)
berechenbar und das Magnetisierungsverhalten anhand der Kurve M1(H1) grafisch darstell-
bar. Aus den Werten H1 und M1 ist durch die Gleichung (2.61) die magnetische Flussdichte
B1 =
∞B1 + 0,55µ0
mm1
V
(B.5)
in der Probe bekannt und die Magnetisierungskurve M1(B1) bestimmt.
Für das CIP CC von BASF ist die gemessene Magnetisierung M1 in Abhängigkeit von H1 in
der Abbildung 2.5 (a) und in Abhängigkeit von B1 in der Abbildung 2.5 (b) dargestellt.
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Zur gezielten Verifikation und Validierung des implementierten numerischen Verfahrens sind
Aufgabenstellungen mit analytischen Lösungen erforderlich. Nachfolgend werden zu diesem
Zweck RWA beschrieben und deren Lösung bereitgestellt. Aus den erhaltenen Feldgrößen
sind exakte RB für ein Gebiet mit endlichen Abmessungen bekannt. Somit ist die Größe
des Berechnungsgebietes nicht als Vielfaches einer charakteristischen Abmessung der An-
ordnung zu wählen. Der in [70] empfohlene Faktor von fünf findet ebenfalls in [21] An-
wendung. Durch dieses Vorgehen sind Fehler in der numerischen Lösung durch die Vorgabe
„falscher“ RB vermeidbar und die erreichbare Genauigkeit sowie das Konvergenzverhalten
des numerischen Ansatzes analysierbar.
C.1 Patchtest
An dieser Stelle werden die zu dem in der Abbildung 3.5 dargestellten ebenen Problem ge-
hörenden Felder hergeleitet.
Aus der vorgeschriebenen magnetischen Flussdichte B1 =
∞B = 1T und B2 = 0 folgt durch
Integration der Beziehung (2.79) die nicht verschwindende Koordinate des Vektorpotentials
A3 =
∞Bx2 (C.1)
mit einer zu Null gesetzten Integrationskonstanten. Daraus ist die wesentliche RB entspre-
chend der Gleichung (2.83) ableitbar. Für die magnetische Feldstärke ergibt sich
H1 =
∞B
µ0µr
und H2 = 0 . (C.2)
Neben der zu erreichenden Dehnung ǫ11 = 1% ist die Struktur in der x2-Richtung unbelastet
und kann frei kontrahieren. Dies folgt für die gegebenen Felder aus der Sprungbedingung
der Gesamtspannung (2.95 a) an Rändern mit x2 = konstant. Mit dem HOOKEschen Gesetz
im EVZ ist die konstante Dehnung
ǫ22 = −
ν
1− νǫ11 (C.3)
in vertikaler Richtung festgelegt. Mit der bekannten Dehnung ǫ11 = 1% ist die modifizierte
mechanische Spannung über
Eσ11 =
1
1− ν2 Eǫ11 (C.4)
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berechenbar und aus dem Zusammenhang (2.105) die zusätzlich vorzugebende mechanische
Belastung
p = Eσ11 −M1B1 =
1
1− ν2 Eǫ11 −
∞B2
µr − 1
µ0µr
, (C.5)
welche mit der natürlichen RB (2.95 b) in den Vektor der äußeren Knotenlasten (3.26 b)
einfließt. In der x1-x2-Ebene verschwindet die Verzerrung ǫ12 = 0 und demnach auch die
Schubspannung Eσ12 = 0.
C.2 Kreisförmiger Einschluss im homogenen
Magnetfeld
C.2.1 Problemstellung
Die aus der Literatur bekannten geschlossenen analytischen Lösungen für ein ebenes gekop-
peltes magnetomechanisches Feldproblem sind durch ihre Annahmen nicht für die Verifika-
tion des implementierten Lösungsverfahrens geeignet. Es ist das Ziel, vor allem die Abbil-
dung von Materialgrenzen mit sprunghaften Änderungen der magnetischen und mechani-
schen Eigenschaften zu überprüfen. Ein Loch in einer unendlich ausgedehnten Ebene kann
zwar einen Sprung der magnetischen Materialeigenschaften erzeugen, jedoch sind seine me-
chanischen Eigenschaften nicht ohne zusätzliche Näherungen numerisch abbildbar. Das im
Abschnitt 8.6 von [64] behandelte Problem ist auf [171] zurückzuführen. Die am Lochrand
vorgeschriebenen RB sind numerisch aufwendig einzubinden. An dieser Stelle sei auf feh-
lerhafte Vorzeichen, Potenzen und Koeffizienten in den Gleichungen (8.6.11) – (8.6.13) und
(8.6.15) aus [64] hingewiesen. In [9] ist ebenfalls eine analytische Lösung für ein ähnliches
Problem angegeben. Die dort unterstellte Deformationsabhängigkeit des Feldproblems geht
über die an dieser Stelle notwendigen Anforderungen hinaus. Ebenfalls ist das betrachtete
Loch mit den Eigenschaften von Vakuum nicht zweckmäßig.
Basierend auf den drei angesprochenen Arbeiten wird nachfolgend eine analytische Lösung
für das Vektorpotential und das magnetische Feld sowie für das Verschiebungs- und Span-
nungsfeld hergeleitet. Das hier betrachtete ebene Problem ist in der Abbildung 3.6 (a) dar-
gestellt und in [206] veröffentlicht.
C.2.2 Vektorpotential und Magnetfeld
Unter der Annahme von magnetisch linearem Materialverhalten (2.76 b) kann aus einem
Produktansatz für die beiden Koordinaten der Flussdichte in Abhängigkeit der Koordinaten r
und ϑ, der Gleichung (2.58) mit verschwindenden Strömen, dem Zusammenhang (2.79) in
Zylinderkoordinaten und durch Auswerten der Sprungbedingungen (2.59 a) und (2.60 a) die
nicht zu Null verschwindende Koordinate des Vektorpotentials
A−3 = −∞B
2µ−r
µ+r +µ
−
r
r cosϑ für r ≤ R und (C.6 a)
118
C.2 Kreisförmiger Einschluss im homogenen Magnetfeld
A+3 = −∞B

r −
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
r

cosϑ für r ≥ R (C.6 b)
für den Einschluss (·)− und die Umgebung (·)+ bestimmt werden. Über die Zusammenhänge
r =
Æ
x21 + x
2
2 und cosϑ =
x1
r
lässt sich die Gleichung C.6 in
A−3 = −∞B
2µ−r
µ+r +µ
−
r
x1 und (C.7 a)
A+3 = −∞B

1−
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
x21 + x
2
2

x1 (C.7 b)
überführen. In den Abbildungen 3.6 (a) und (b) ist das oben stehende Ergebnis exemplarisch
dargestellt. Aus der Gleichung (C.7) ergeben sich die kartesischen Koordinaten der magneti-
schen Feldstärke in der Ebene zu
H−1 = 0 , (C.8 a)
H−2 =
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
, (C.8 b)
H+1 = −
∞B
µ0µ
+
r
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
r2
sin 2ϑ und (C.8 c)
H+2 =
∞B
µ0µ+r

1+
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
r2
cos2ϑ

. (C.8 d)
Für später folgende Betrachtungen ist die magnetische Feldstärke in Polarkoordinaten anzu-
geben. Mit den Zusammenhängen e1 = cosϑe r − sinϑeϑ und e2 = sinϑe r + cosϑeϑ führt die
Gleichung (C.8) auf
H−
r
=
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
sinϑ , (C.9 a)
H−
ϑ
=
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
cosϑ , (C.9 b)
H+
r
=
∞B
µ0µ
+
r

1−
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
r2

sinϑ und (C.9 c)
H+
ϑ
=
∞B
µ0µ+r

1+
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
r2

cosϑ . (C.9 d)
Für ebene Magnetfelder in linearen, isotropen und homogenen Materialien ohne Stromdich-
ten gilt entsprechend der Gleichung (2.58)
H1,11 +H1,22 = 0 und H2,11 +H2,22 = 0 . (C.10)
Für das weitere Vorgehen ist die Einführung von Funktionen und Potentialen zweckmäßig,
die von der komplexen Zahl z = x1 + ix2 und ihrer konjugiert Komplexen z̄ = x1 − ix2
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abhängen. Der Vorteil dieser Wahl liegt darin begründet, dass die gesamte x1-x2-Ebene durch
die Variable z abbildbar ist. Die Gleichung (C.10) ist damit in
∂
2H1
∂z∂z̄
= 0 und
∂
2H2
∂z∂z̄
= 0 (C.11)
überführbar. Nach ERINGEN und MAUGIN [64] gilt für das ebene Magnetfeld unter Berück-
sichtigung der Gleichung (C.11) der Ansatz
H1 =
1
2

f (z) + f (z)

und (C.12 a)
H2 =
1
2
i

f (z)− f (z)

. (C.12 b)
Mit diesen Zusammenhängen ergeben sich die gesuchten analytischen Funktionen f ±(z) für
den Einschluss und die Umgebung aus den Gleichungen (C.8) und (C.12) zu
f −(z) = −i
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
und (C.13 a)
f +(z) = −i
∞B
µ0µ
+
r

1+
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
z2

. (C.13 b)
C.2.3 Allgemeines Verschiebungs- und Spannungsfeld
Aus der Gleichgewichtsbedingung (2.93) ohne eine spezifische Kraft und mit der Aufteilung
der Gesamtspannung entsprechend der Gleichung (2.106)

Eσkl +µ1

HkHl −
1
2
HqHqδkl

,k
= 0 (C.14)
folgt mit dem Ansatz nach PARIA [171]
Eσ12 = −Φ,12 −µ1H1H2 (C.15)
für die beiden Normalspannungskoordinaten
Eσ11 = Φ,22 −
1
2
µ1
 
H21 −H22

und (C.16 a)
Eσ22 = Φ,11 +
1
2
µ1
 
H21 −H22

. (C.16 b)
Darin ist Φ ein komplexes Potential beziehungsweise eine Spannungsfunktion und die Grö-
ße µ1 = µ0µr (2−µr) ein magnetischer Materialparameter. Unter der Annahme, dass zwi-
schen der Spannung Eσkl und dem infinitesimalen Verzerrungstensor ǫkl die Beziehung (2.56)
für linear elastisches isotropes Material gilt, ist aus der Kompatibilitätsbedingung (2.16) für
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den Sonderfall des EVZ
Φ,1111 + 2Φ,1122 +Φ,2222 +
1
2
µ1
1− ν

∂
2
∂x21
− ∂
2
∂x22

 
H21 −H22

+ 4
∂
2
∂x1∂x2
(H1H2)

= 0 (C.17)
herleitbar. Unter den getroffenen Annahmen lässt sich zeigen, dass die eckige Klammer in
Gleichung (C.17) zu Null verschwindet und die Bipotentialgleichung
Φ,1111 + 2Φ,1122 +Φ,2222 = 16
∂
4
Φ
∂z2∂z̄2
= 0 (C.18)
verbleibt. MUSSCHELISCHWILI bezeichnet diese Gleichung als biharmonische Gleichung und
ihre Lösungen als biharmonische Funktionen [163]. Für eine detaillierte Ausführung zur
Spannungsfunktion und deren Bestimmung sei ebenfalls auf [163] verwiesen. Abweichend
von den darin geführten Betrachtungen zur Elastizitätstheorie unterscheidet sich die vor-
liegende Problemstellung durch das Vorhandensein magnetischer Feldgrößen. Unabhängig
davon eignet sich nach MUSSCHELISCHWILI [163] der Ansatz
Φ =
1
2

z̄φ(z) + zφ(z) + ς(z) + ς(z)

(C.19)
zur Erfüllung der Gleichung (C.18). Zur Bestimmung der vier analytischen Funktionen φ±
und θ± = ∂ς
±
∂z
(zwei in jedem Gebiet B+ und B−) ist es notwendig, die Stetigkeit des Ver-
schiebungsfeldes (2.28 a) und die Sprungbedingung für die Gesamtspannung (2.95 a) mit
verschwindender Flächenkraft an der Materialgrenze SS bei r = R auszuwerten.
Zunächst erfolgt dazu die Angabe der Verschiebung in Abhängigkeit der gesuchten komple-
xen Funktionen. Aus der linear elastischen isotropen Beziehung (2.56) und den Gleichun-
gen (C.15) und (C.16) folgt
Eσ11 = λ
 
u1,1 + u2,2

+ 2µu1,1 = Φ,22 −
1
2
µ1
 
H21 −H22

, (C.20 a)
Eσ22 = λ
 
u1,1 + u2,2

+ 2µu2,2 = Φ,11 +
1
2
µ1
 
H21 −H22

und (C.20 b)
Eσ12 = µ
 
u1,2 + u2,1

= −Φ,12 −µ1H1H2 , (C.20 c)
wobei die LAMÉ-Parameter λ und µ aus λ = νE
(1+ν)(1−2ν) und µ =
E
2(1+ν) berechenbar sind. Mit
dem Zusammenhang im EVZ
u1,1 + u2,2 =
 
Φ,11 +Φ,22
 1
2
1
λ+µ
(C.21)
ergibt sich aus den Gleichungen (C.20 a) und (C.20 b)
2µu1,1 = −Φ,11 +
λ+ 2µ
2 (λ+µ)
 
Φ,11 +Φ,22

− 1
2
µ1
 
H21 −H22

und (C.22 a)
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2µu2,2 = −Φ,22 +
λ+ 2µ
2 (λ+µ)
 
Φ,11 +Φ,22

Φ+
1
2
µ1
 
H21 −H22

. (C.22 b)
Die Integration der Gleichungen (C.22 a) und (C.22 b) nach x1 beziehungsweise x2 und das
Einsetzen in die Beziehung (C.20 c) liefert
∂ f1(x2)
∂x2
+
∂ f2(x1)
∂x1
=
1
2
µ1
∫
∂
∂x2
 
H21 −H22

dx1 −
∫
∂
∂x1
 
H21 −H22

dx2 − 4H1H2

.
(C.23)
Darin sind f1(x2) sowie f2(x1) durch die Integration hinzukommende und noch zu bestim-
mende Funktionen. Mit dem Zusammenhang (C.12) lassen sich für die Ausdrücke der rechten
Seite der Gleichung (C.23)
H21 −H22 =
1
2
h
f 2(z) + f (z)
2
i
und (C.24 a)
H1H2 =
1
4
i
h
f 2(z)− f (z)
2
i
(C.24 b)
finden. Aus den CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen
∂u
∂x1
=
∂v
∂x2
und
∂u
∂x2
= − ∂v
∂x1
(C.25)
für die analytische Funktion f (z) = u(x1, x2) + iv(x1, x2) folgt
∂
∂x2
f 2(z) = i
∂
∂x1
f 2(z) , (C.26 a)
∂
∂x2
f (z)
2
= −i ∂
∂x1
f (z)
2
, (C.26 b)
∂
∂x1
f 2(z) = −i ∂
∂x2
f 2(z) sowie (C.26 c)
∂
∂x1
f (z)
2
= i
∂
∂x2
f (z)
2
(C.26 d)
und damit für die Gleichung (C.23)
∂ f1(x2)
∂x2
+
∂ f2(x1)
∂x1
=
1
2
µ1i
§
1
2
h
f 2(z)− f (z)
2
i
+
1
2
h
f 2(z)− f (z)
2
i
−
h
f 2(z)− f (z)
2
iª
= 0 .
(C.27)
Somit ist gezeigt, dass die Funktionen f1(x2) und f2(x1) lediglich Starrkörperbewegungen
darstellen. Schließlich ergibt sich für das Verschiebungsfeld aus der Gleichung (C.22) der
Zusammenhang
2µ (u1 + iu2) = κφ(z)− zφ′(z)− θ (z) + . . .
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− 1
2
µ1

1
2
∫
h
f 2(z) + f (z)
2
i
dx1 − i
1
2
∫
h
f 2(z) + f (z)
2
i
dx2

(C.28)
mit den Abkürzungen κ = 3− 4ν und (·)′ = d(·)dz . Eine Spezifizierung der allgemeinen Glei-
chung (C.28) für die beiden Bereiche Einschluss und Umgebung erfordert die Auswertung
der auftretenden Integrale. Die Integranden der Gleichung (C.28) ergeben mit der Glei-
chung (C.13)
f −2(z) + f −(z)
2
= −2
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
2
und (C.29 a)
f +2(z) + f +(z)
2
= −
 ∞B
µ0µ
+
r
2 
2+ 2
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2

1
z2
+
z2
r4

(C.29 b)
+

µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
2
R4

1
z4
+
z4
r8

.
Schließlich folgen für das Verschiebungsfeld in beiden Bereichen die Relationen
2µ−
 
u−1 + iu
−
2

= κ−φ−(z)− zφ−′(z)− θ−(z) + 1
2
µ−1
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
2
z̄ und (C.30 a)
2µ+
 
u+1 + iu
+
2

= κ+φ+(z)− zφ+′(z)− θ+(z) (C.30 b)
− 1
2
µ+1
 ∞B
µ0µ
+
r
2 
−z̄ + 2
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
1
z̄
+
1
3

µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
2
R4
1
z̄3

.
In Polarkoordinaten ergibt sich das Verschiebungsfeld nach [163] aus
ur + iuϑ = (u1 + iu2)e
−iϑ . (C.31)
Aus den Gleichungen (C.15) und (C.16) sind mit den Ansätzen (C.12) und (C.19) die Bezie-
hungen zwischen den Spannungskoordinaten bezüglich einer kartesischen Basis
Eσ22 + iEσ12 = φ
′(z) +φ′(z) + z̄φ′′(z) + θ ′(z) +
1
2
µ1 f
2(z) und (C.32 a)
Eσ11 + Eσ22 = 2

φ′(z) +φ′(z)

(C.32 b)
beziehungsweise die äquivalenten Zusammenhänge in Polarkoordinaten
Eσr r − iEσrϑ = φ′(z) +φ′(z)−

z̄φ′′(z) + θ ′(z) +
1
2
µ1 f
2(z)

e2iϑ und (C.33 a)
Eσr r + Eσϑϑ = Eσ11 + Eσ22 (C.33 b)
herleitbar [64].
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C.2.4 Lösungsansatz und Koeffizientenbestimmung
Der Reihenansatz für die komplexen Funktionen φ±(z) und θ±(z)
φ+(z) = α0
z
R
+
∞∑
k=1
αk

R
z
k
= α0
z
R
+α1
R
z
, (C.34 a)
θ+(z) = β0
z
R
+
∞∑
k=1
βk

R
z
k
= β0
z
R
+ β1
R
z
+ β3

R
z
3
, (C.34 b)
φ−(z) =
∞∑
k=1
γk

z
R
k
= γ1
z
R
+ γ3

z
R
3
und (C.34 c)
θ−(z) =
∞∑
k=1
δk

z
R
k
= δ1
z
R
(C.34 d)
entspringt einer Kombination aus den Ansätzen von ERINGEN und MAUGIN [64] sowie dem
Ansatz für ein rein mechanisches Einschlussproblem nach MUSSCHELISCHWILI [163]. Um
die nachfolgende Freiwertbestimmung kompakt zu halten, sind in den rechten Seiten von
Gleichung (C.34) bereits nur die nicht zu Null verschwindenden Koeffizienten enthalten.
Die Sprungbedingung der Gesamtspannung (2.95 a) mit pl = 0 ist an der Sprungfläche SS
mit r = R und dem Normalenvektor e r durch
s
Eσr r +
1
2
µ1 (Hr Hr −HϑHϑ)
{
= 0 und (C.35 a)
JEσrϑ +µ1Hr HϑK = 0 (C.35 b)
gegeben. Die Differenz (C.35 a)− i(C.35 b)
Eσ
+
r r
− iEσ+rϑ +
1
2
µ+1
 
H+
r
H+
r
−H+
ϑ
H+
ϑ
− 2iH+
r
H+
ϑ

=
Eσ
−
r r
− iEσ−rϑ +
1
2
µ−1
 
H−
r
H−
r
−H−
ϑ
H−
ϑ
− 2iH−
r
H−
ϑ

(C.36)
führt mit der Gleichung (C.33) nach einigen Zwischenschritten auf die Bedingung
φ+′(z) +φ+′(z)− zφ+′′(z)− z
z̄
θ+′(z) = φ−′(z) +φ−′(z)− zφ−′′(z)− z
z̄
θ−′(z) . (C.37)
Die Stetigkeit des Verschiebungsfeldes (C.30) drückt den geforderten Zusammenhalt der
zwei Materialbereiche aus
1
µ+

κ+φ+(z)− zφ+′(z)− θ+(z)
− 1
2
µ+1
 ∞B
µ0µ
+
r
2 
−z̄ + 2
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
1
z̄
+
1
3

µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
2
R4
1
z̄3

= . . . (C.38)
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1
µ−

κ−φ−(z)− zφ−′(z)− θ−(z) + 1
2
µ−1
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
2
z̄

.
Zwei weitere Bedingungen lassen sich aus der Betrachtung der Normalspannungen im Fern-
feld ableiten. Aus dem Zusammenhang Eσkl = σkl+MkBl gemäß der Gleichung (2.105) und
der gegebenen magnetischen Belastung B1 = 0 und B2 =
∞B folgt
Eσ
+
11 =
∞σ11 und Eσ
+
22 =
∞σ22 +
∞B2
µ+r − 1
µ0µ
+
r
für
r
R
→∞ . (C.39)
Das Einsetzen des Ansatzes (C.34) in die Gleichungen (C.37) – (C.39) liefert nach einem
Koeffizientenvergleich bezüglich der Potenzen von z die Ansatzfreiwerte
α0 =
1
4
R

∞σ11 +
∞σ22 +
∞B2
µ+r − 1
µ0µ
+
r

,
β0 =
1
2
R

∞σ22 −∞σ11 +∞B2
1
µ0µ+r

,
α1 =
1
κ+
µ+ +
1
µ−

1
2
µ−1
µ−
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
2
R− 1
2
µ+1
µ+
 ∞B
µ0µ+r
2
R+ β0

1
µ+
− 1
µ−


,
γ1 = −
1
κ−−1
µ− +
2
µ+

µ+1
µ+
 ∞B
µ0µ
+
r
2
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R−α0
κ+ + 1
µ+

,
γ3 = −
1
κ−
µ− +
1
µ+
1
6
µ+1
µ+
 ∞B
µ0µ+r
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
2
R ,
β1 = 2 (γ1 −α0) ,
β3 = α1 + γ3 und
δ1 = α1 − 3γ3 + β0 .
(C.40)
Mithilfe der Methode der konformen Abbildung ist das beschriebene Problem auch auf an-
dere Einschlussgeometrien übertragbar [64, 163, 171]. Auf diese Weise kann die Lösung für
einen elliptischen Einschluss hergeleitet werden. In [163, 194] sind die dafür notwendigen
Grundlagen angegeben.
C.2.5 Zusammenfassung der Ergebnisse
Die Koordinaten der modifizierten mechanischen Spannung der Umgebung ergeben sich aus
der Gleichung (C.32) zu
Eσ
+
11 = (2α0 − β0)
1
R
+
1
2
µ+1
 ∞B
µ0µ
+
r
2
+ . . .
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(C.41 a)
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(C.41 b)
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+ sin4ϑ
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.
Für den Einschluss folgt
Eσ
−
11 = (2γ1 − δ1)
1
R
+
1
2
µ−1
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
2
+ (cos2ϑ− 1)6γ3
r2
R3
, (C.42 a)
Eσ
−
22 = (2γ1 + δ1)
1
R
− 1
2
µ−1
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
2
+ (cos2ϑ+ 1)6γ3
r2
R3
und (C.42 b)
Eσ
−
12 = 0 . (C.42 c)
Die Gesamtspannung setzt sich mit der Aufteilung entsprechend der Gleichung (2.106) ad-
ditiv aus σges
kl
= Eσkl + σ̂kl zusammen. Sie ergibt sich für die Umgebung zu
σ̂+11 = −
1
2
µ+1
 ∞B
µ0µ
+
r
2 
1+ 2
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
r2
cos2ϑ +

µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
2
R4
r4
cos4ϑ

, (C.43 a)
σ̂+22 = − σ̂+11 , (C.43 b)
σ̂+12 = −µ+1
 ∞B
µ0µ
+
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2 
µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
R2
r2
sin2ϑ +
1
2

µ+r −µ−r
µ+r +µ
−
r
2
R4
r4
sin 4ϑ

(C.43 c)
und für den Einschluss zu
σ̂−11 = −
1
2
µ−1
∞B
µ0
2
µ+r +µ
−
r
2
, (C.44 a)
σ̂−22 = − σ̂−11 , (C.44 b)
σ̂−12 = 0 . (C.44 c)
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Das Verschiebungsfeld der Umgebung ist über
u+1 =
1
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 
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festgelegt. Im Einschluss gelten
u−1 =
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
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.
C.2.6 Einige beinhaltete Sonderfälle
Allgemeine Lösung ohne magnetisches Feld
Für den Fall, dass das äußere Magnetfeld ∞B = 0 verschwindet, gilt für die von Null verschie-
denen Koeffizienten des Ansatzes (C.34)
α0 =
1
4
R (∞σ11 +
∞σ22) ,
β0 =
1
2
R (∞σ22 −∞σ11) ,
α1 =
1
κ+
µ+
+ 1
µ−
β0

1
µ+
− 1
µ−

,
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γ1 =
1
κ−−1
µ− +
2
µ+
α0
κ+ + 1
µ+
, (C.47)
β1 = 2 (γ1 −α0) ,
β3 = α1 und
δ1 = α1 + β0 .
Weiterhin ist zu erwähnen, dass ohne die Wirkung eines magnetisches Feldes die modifizierte
mechanische Spannung, die mechanische Spannung und die Gesamtspannung identisch sind.
Uniaxialer Zug
MUSSCHELISCHWILI gibt im Unterabschnitt 3.2.7.3 von [163] die Lösung für den einachsigen
Zug mit ∞σ11 = p und
∞σ22 = 0 an. Die Lösung für ein solches Problem ist durch die
Koeffizienten
α0 =
1
4
Rp ,
β0 = −
1
2
Rp ,
α1 = −
1
2
Rp
µ− −µ+
µ+ +µ−κ+
= β3 ,
γ1 =
1
2
Rp
µ− (κ+ + 1)
2µ− +µ+ (κ− − 1) ,
β1 = −
1
2
Rp
µ+ (κ− − 1)−µ− (κ+ − 1)
2µ− +µ+ (κ− − 1) und
δ1 =
1
2
Rp
µ− (κ+ + 1)
µ+ +µ−κ+
(C.48)
gegeben. Das Ergebnis entspricht der Gleichung (19) aus [163]. Somit ist die Lösung aus
[163] als Sonderfall in den Gleichungen (C.41), (C.42), (C.45) und (C.46) enthalten.
Kreisförmiges Loch
Ein kreisförmiges Loch in einer unendlich ausgedehnten Ebene unter einachsiger Belastung
im Fernfeld ∞σ11 = p wird mit µ
− = 0 durch die Koeffizienten
α0 =
1
4
Rp ,
β0 = β1 = −
1
2
Rp und (C.49)
α1 = β3 =
1
2
Rp
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beschrieben. Die Spannungen in Polarkoordinaten folgen aus der Gleichung (C.33) zu
σ+
r r
=
p
2

1− R
2
r2
+ cos2ϑ

1− 4R
2
r2
+ 3
R4
r4

, (C.50 a)
σ+
ϑϑ
=
p
2

1+
R2
r2
− cos2ϑ

1+ 3
R4
r4

sowie (C.50 b)
σ+
rϑ
=
p
2

−1− 2R
2
r2
+ 3
R4
r4

sin2ϑ (C.50 c)
und sind mit den in [163, 194] angegebenen identisch. Die maximale Umfangsspannung am
Lochrand ist erwartungsgemäß σ+
ϑϑ
(r = R,ϑ = ±90°) = 3p.
Biaxialer Zug
Ein weiteres Problem, das des allseitigen ebenen Zuges, wird in [216] zu Konvergenzanaly-
sen der XFEM herangezogen. Dabei erfolgt die Belastung als Verschiebungsvorgabe an einem
Rand r = b im Gebiet der Umgebung. Für den direkten Vergleich mit der hier hergeleiteten
allgemeinen Lösung ist der Zusammenhang zwischen der radialen Verschiebungskoordina-
te u+
r
und der Belastung im Fernfeld∞σ11 =
∞σ22 = p zu formulieren. Die zur vorgegebenen
radialen Verschiebung u+
r
(r = b) = kb in [216] gehörige Last beträgt
p = 2k
 
λ+ +µ+

α mit α =
(λ− +µ− +µ+) b2
(λ+ +µ+)R2 + (λ− +µ−) (b2 − R2) +µ+b2 , (C.51)
wobei in [216] der Faktor k = 1 gewählt ist.
Aus der Gleichung (C.31) folgt für das Verschiebungsfeld der Umgebung
u+
r
= k

rα− b
2
r
(α− 1)

und (C.52 a)
u+
ϑ
= 0 (C.52 b)
sowie im Einschluss
u−
r
= k

1− b
2
R2

α+
b2
R2

r und (C.53 a)
u−
ϑ
= 0 . (C.53 b)
Ein Vergleich mit der Gleichung (35) aus [216] lässt die Übereinstimmung mit dem in den Be-
ziehungen (C.52) und (C.53) angegebenen Verschiebungsfeld erkennen und bestätigt damit
die Lösung.
Die hergeleitete analytische Lösung eignet sich demnach nicht nur zur Verifikation des rein
magnetischen und gekoppelten magnetomechanischen Feldproblems, sondern auch für eine
Reihe rein mechanischer Aufgabenstellungen.
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C.2.7 Betrachtungen zur numerischen Integration
Nachfolgend werden mögliche Auswirkungen der verwendeten numerischen Integration auf
die Ergebnisse der Konvergenzanalyse des Unterabschnittes 3.6.2 untersucht. Dabei sind
zwei unterschiedliche Ursachen zu betrachten. Zum einen beeinflusst die Anzahl an Inte-
grationspunkten (IP) die Kondition der Steifigkeitsmatrix und schließlich die Lösung des
Gleichungssystems sowie das Ergebnis selbst. Andererseits ist die zugrunde gelegte analy-
tische Lösung des Anhanges C.2.2 nicht polynomial. In der vorliegenden Arbeit erfolgt die
numerische Integration mittels GAUSS-Quadratur. Die Anzahl an theoretisch notwendigen IP
ist durch den Polynomgrad des zu integrierenden Elementbereiches festgelegt, siehe Tabel-
le C.1. Integrationsbereiche der implementierten herkömmlichen FE sind viereckig berandet
(). Bei XFE existieren neben viereckigen auch dreieckige (△) Integrationsbereiche. Die Po-
sitionen und Gewichte der IP von Dreiecken bis zu einem Polynomgrad von 20 sind beispiels-
weise in [58] dokumentiert.
Tabelle C.1: Theoretisch notwendige Anzahl an Integrationspunkten in Abhängigkeit des maximalen Polynom-
grades der verwendeten Integrationsbereiche für bilineare und biquadratische Elemente.
Bilineare Ansätze Biquadratische Ansätze
Polynomgrad Anzahl IP Polynomgrad Anzahl IP
FE  2 2× 2 4 3× 3
XFE  4 3× 3 8 5× 5
XFE △ 4 6 8 16
Wird das Gleichungssystem mit mehr als den in der Tabelle C.1 angegebenen IP aufgestellt
und gelöst, verändert sich der berechnete Freiwertvektor. Davon sind vor allem zusätzli-
che Knotenfreiwerte der subparametrischen XFE betroffen. Aus den durchgeführten Unter-
suchungen geht hervor, dass die Verwendung von 12 anstelle von 16 oder noch mehr IP
für dreieckige Integrationsbereiche biquadratischer XFE die besten Ergebnisse bezüglich der
Konvergenzrate und Größe der normierten Fehler liefert. Dies entspricht einer reduzierten
Integration.
Anhand des magnetischen Feldproblems wird der Einfluss des Fehlers aus einer numerisch
integrierten analytischen Lösung innerhalb der durchgeführten Konvergenzanalyse betrach-
tet. Die hergeleiteten Ausdrücke für das magnetische Vektorpotential (C.6) und die daraus
abgeleitete magnetische Feldstärke (C.8) sind nicht polynomial. Der Nenner der normierten
Fehlermaße der L2- und der Energienorm in den Gleichungen (3.56) und (3.57) besteht aus
dem Gebietsintegral der Quadrate beider Terme. Die bei der numerischen Integration dieser
Ausdrücke vorhandenen Ungenauigkeiten beeinflussen die Resultate der Konvergenzanalyse
des implementierten Verfahrens. Beide Nenner sind analytisch berechenbar. Das Gebietsinte-
gral des quadrierten Vektorpotentials ist aus
∫
B0
A23 dV =
∞B2e
¨
π
4

2µ−r
µ+r +µ
−
r
2
R4 +
4
3

lB
2
4
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4
πR4 + . . .
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(C.54)
bekannt. Die in der oben stehenden Gleichung (C.54) vorkommende CATALANsche Konstan-
te C =
∑∞
n=0
(−1)n
(2n+1)2 entspricht dem Wert der DIRICHLETschen Betafunktion an der Stelle 2.
Für die abgeleiteten Größen folgt
∫
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 
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2πR
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2
2+π
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B
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«
(C.55)
als exaktes Gebietsintegral. Der Einfluss durch die in den Gleichungen (C.54) und (C.55)
bereitgestellten Ausdrücke auf die normierten Fehler bezüglich der L2- und der Energienorm
des magnetischen Feldproblems ist durch die relative Abweichung zur herkömmlichen Be-
rechnung (schwarze Werte aus der Abbildung 3.10) ausdrückbar. In der Abbildung C.1 sind
die daraus ermittelten relativen Abweichungen in Abhängigkeit der charakteristischen Ele-
mentgröße h dargestellt. Aus den in der Legende angegebenen Anstiegen der Ausgleichsgera-
den lässt sich ableiten, dass die Konvergenzrate des Quadraturverfahrens deutlich größer ist
als die im Unterabschnitt 3.6.2 für die näherungsweise Lösung der RWA angegebenen. Folg-
lich ist festzustellen, dass eine numerische Integration der nicht polynomialen analytischen
Lösung mit zusätzlichen IP keine Veränderung der im Unterabschnitt 3.6.2 dokumentierten
Konvergenzraten bewirkt. Für die biquadratischen Elemente nähern sich die berechneten re-
lativen Fehler der L2-Norm (blaue Kreuze in der Abbildung C.1) einem stationären Wert an.
Die dazugehörige Größenordnung lässt auf das Erreichen der erzielbaren Rechengenauigkeit
schließen.
R
el
at
iv
er
Fe
hl
er
h/m
10−2 10−1 100
10−16
10−10
10−4
∆‖A3‖L2 Q4 3,65
∆‖A3‖En Q4 1,51
∆‖A3‖L2 Q8 6,34
∆‖A3‖En Q8 3,95
Abbildung C.1: Normierte Differenzen und Konvergenzraten der L2- und der Energienorm einer magnetischen
RWA für vollständig numerisch ausgewertete und teilweise analytisch berechnete Integrale mit bilinearen und
biquadratischen Elemente.
131
C Referenzlösungen
C.3 Kreisförmiger Einschluss im inhomogenen
Magnetfeld
Im Abschnitt V von [60] ist das Problem eines magnetisierbaren kreisförmigen Einschlusses
in der Nähe eines stromdurchflossenen Drahtes, siehe Abbildung 3.11 (a), beschrieben und
gelöst. Zur analytischen Herleitung der resultierenden Kraft wird für die Umgebung Vakuum
mit verschwindenden elastischen Eigenschaften E+ = 0 sowie ν+ = 0 und der relativen
Permeabilität µ+r = 1 unterstellt.
Die magnetische Feldstärke ist in kartesischen Koordinaten mit
H−1 = −
I
2π
2
µ−r + 1
1
(x1 − g)2 + x22
x2 , (C.56 a)
H−2 =
I
2π
2
µ−r + 1
1
(x1− g)2 + x22
(x1 − g) , (C.56 b)
H+1 = −
I
2π


1
(x1 − g)2 + x22
+
µ−r − 1
µ−r + 1
1

x1 − R
2
g
2
+ x22
−
µ−r − 1
µ−r + 1
1
x21 + x
2
2

 x2 und (C.56 c)
H+2 =
I
2π


1
(x1 − g)2 + x22
(x1− g) +
µ−r − 1
µ−r + 1
1

x1 − R
2
g
2
+ x22

x1 −
R2
g

−
µ−r − 1
µ−r + 1
1
x21 + x
2
2
x1

 (C.56 d)
gegeben. Durch Integration sind daraus die Beziehungen
A−3 = −
Iµ0
2π


µ−r
µ−r + 1
ln
(x1 − g)2 + x22
R2
+
µ−r − 1
µ−r + 1
ln
g − R2
g
R− g

 und (C.57 a)
A+3 = −
Iµ0
4π

ln
(x1 − g)2 + x22
R2
+
µ−r − 1
µ−r + 1
ln

x1 − R
2
g
2
+ x22
R2
−
µ−r − 1
µ−r + 1
ln
x21 + x
2
2
R2

 (C.57 b)
für das magnetische Vektorpotential berechenbar. In der Abbildung 3.11 (b) ist das oben
stehende Ergebnis exemplarisch dargestellt. Die zwischen Einschluss und Draht wirkende
Anziehungskraft je Ausdehnung in x3-Richtung e
F1
e
=
µ0 I
2
2π
µ−r − 1
µ−r + 1
R2
g (g2 − R2) (C.58)
ist aus [60] übernommen.
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C.4 Elliptischer Einschluss im homogenen
Magnetfeld
In diesem Abschnitt wird ein magnetisierbarer Einschluss mit einem elliptischen Querschnitt
gemäß der Abbildung 3.13 (a) betrachtet. Der Einschluss befindet sich im Vakuum. Im Folgen-
den werden sowohl die magnetischen Feldverteilungen als auch das resultierende Drehmo-
ment hergeleitet. Durch die erstgenannten Größen sind RB für eine numerische Berechnung
gegeben. Der analytische Ausdruck des entstehenden Drehmomentes bildet eine Grundlage
zur Validierung des gekoppelten magnetomechanischen Feldproblems. Dem wirkenden Dreh-
moment kommt bereits in [215] eine fundamentale Bedeutung zu, da es mit einer großen
Genauigkeit messbar ist. Die hier getroffenen Aussagen und Erläuterungen bezüglich des
Drehmomentes können weiterhin zum Verständnis der Lösung einer gekoppelten magneto-
mechanischen RWA in [207] dienen.
C.4.1 Vektorpotential und Magnetfeld
Mit der Einführung der elliptischen Koordinaten o und q gelten die Zusammenhänge mit den
kartesischen Koordinaten
x1 = w cosh o cosq und (C.59 a)
x2 = w sinh o sin q . (C.59 b)
Die Koordinate q verläuft tangential an den durch die Linien o = konstant definierten Ellip-
sen. Der Faktor w ergibt sich aus den Halbachsen e1 und e2. Aus den in der Abbildung 3.13 (a)
festgelegten Abmessungen folgen
w2 = e21 − e22 und (C.60 a)
o 0 = artanh
e2
e1
. (C.60 b)
Mit o 0 wird der Rand des elliptischen Einschlusses beschrieben. Durch die Linearität des ma-
gnetischen Problems ist es möglich, analytische Lösungen für zu den Halbachsen parallelen
äußeren Magnetfeldern herzuleiten und diese anschließend zu superponieren. Aus einem ge-
eigneten Ansatz ergibt sich das Vektorpotential für eine horizontale magnetische Belastung
zu
A−3h = Dhw sinh o sin q für o ≤ o 0 und (C.61 a)
A+3h =
 ∞B1w sinh o + Che
−o sinq für o ≥ o 0 (C.61 b)
sowie für eine vertikale magnetische Belastung zu
A−3v = −Dvw cosh o cosq für o ≤ o 0 und (C.62 a)
A+3v =
 
−∞B2w cosh o + Cve−o

cosq für o ≥ o 0 . (C.62 b)
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In der Abbildung 3.13 (b) ist das oben stehende Ergebnis exemplarisch dargestellt. Die zu
den Gleichungen (C.61) und (C.62) gehörenden Konstanten sind über
Dh =
µ−r
∞B1e
o 0
µ−r sinh o 0 + cosh o 0
,
Ch = e
o 0 (Dh −∞B1)w sinh o 0 ,
Dv =
µ−r
∞B2e
o 0
µ−r cosh o 0 + sinh o 0
und
Cv = e
o 0 (∞B2 − Dv)w cosh o 0
(C.63)
festgelegt. Aus der bereits angesprochenen Superposition
A±3 = A
±
3h + A
±
3v (C.64)
folgen die Ausdrücke der magnetischen Flussdichte in elliptischen Koordinaten
B−
o
= Dhw sinh o cosq+ Dvw cosh o sin q , (C.65 a)
B−
q
= −Dhw cosh o sin q+ Dvw sinh o cosq , (C.65 b)
B+
o
=
 ∞B1w sinh o + Che
−o cosq−
 
−∞B2w cosh o + Cve−o

sin q und (C.65 c)
B−
q
= −
 ∞B1w cosh o− Che−o

sin q+
 ∞B2w sinh o+ Cve
−o cosq . (C.65 d)
Für die Vorgabe von RB in einer numerischen Simulation ist es vorteilhaft, die Feldgrößen in
Abhängigkeit kartesischer Koordinaten auszudrücken beziehungsweise die Beziehung (C.59)
zu invertieren, was auf
o = Re

arcosh
x1 + ix2
w

und (C.66 a)
q = Im

arcosh
x1 + ix2
w

(C.66 b)
führt.
C.4.2 Resultierendes Drehmoment
Im Folgenden wird das Drehmoment je Längeneinheit hergeleitet, das auf einen elliptischen
Zylinder mit magnetisch linearem Materialverhalten in einem zu den Halbachsen des Ein-
schlusses geneigten, umgebenden homogenen Magnetfeld entsteht, siehe Abbildung 3.13.
Das unterstellte isotrope konstitutive Verhalten sei durch die Beziehung
Mk = χHk =
 
µ−r − 1

Hk (C.67)
mit der magnetischen Suszeptibilität χ respektive der relativen Permeabilität µ−r gegeben.
Magnetisierbare Einschlüsse, welche die Gestalt eines Ellipsoiden besitzen, werden in ei-
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nem äußeren homogenen Magnetfeld homogen magnetisiert [149, 168, 215]. Der Zusam-
menhang zwischen der äußeren magnetischen Flussdichte und der äußeren magnetischen
Feldstärke ist durch die Gleichung (B.2) festgelegt. Die magnetische Feldstärke im Inneren
eines solchen Einschlusses hängt nach der Gleichung (B.3) vom zweistufigen Demagnetisie-
rungstensor Dkl ab. Der hier betrachtete elliptische Zylinder ist ein Sonderfall eines allgemei-
nen ellipsoidalen Einschlusses. Mit den in Abbildung 3.13 festgelegten Bezeichnungen der
Halbachsen ergeben sich die einzigen von Null verschiedenen Koordinaten des Demagneti-
sierungstensors nach [168] zu
D11 =
e2
e1 + e2
und D22 =
e1
e1 + e2
. (C.68)
Gleichung (C.68) erfüllt somit die in [197] angegebene Bedingung Dqq = 1. Im festgelegten
kartesischen Bezugssystem besitzt Dkl Hauptachsengestalt. Die magnetische Feldstärke im
Inneren des Körpers
Hl = (δkl + χDkl)
−1∞Hk (C.69)
ist für lineares isotropes Materialverhalten entsprechend der Gleichung (C.67) bekannt. Für
die Koordinaten des inneren Magnetfeldes gilt demnach
H1 =
∞H1
1+ χD11
, H2 =
∞H2
1+ χD22
und H3 =
∞H3 . (C.70)
Besitzt der elliptische Zylinder unterschiedliche Halbachsen e1 6= e2, so lässt sich aus den
Gleichungen (C.68) und (C.70) folgern, dass das innere magnetische Feld nicht parallel zum
äußeren Magnetfeld ist: Hk ∦
∞Hk. Durch das unterstellte isotrope Materialverhalten ist die-
se Aussage auch auf den Magnetisierungsvektor Mk und schließlich auf das magnetische
Moment
mm
k
= V Mk (C.71)
übertragbar. Gleichung (C.71) beruht auf der homogenen Magnetisierung eines Einschlusses
des Volumens V . Es folgt also auch mm
k
∦∞Hk und für eine nicht magnetisierbare Umgebung
mit µ+r = 1 schließlich m
m
k
∦∞Bk.
Der mechanische Drehmomentenvektor Tk, der als Resultat des induzierten magnetischen
Momentes mm
k
auf den Einschluss wirkt, ist aus
Tk = eklmm
m
l
∞Bm (C.72)
bestimmbar [115]. Bezeichnet β den Winkel zwischen der positiven x1-Achse und einem in
der x1-x2-Ebene wirkenden Magnetfeld
∞Hk, gilt
∞H1 =
∞H cosβ und ∞H2 =
∞H sinβ (C.73)
mit ∞H = |∞Hk|. Für β ∈

0, 12π,π,
3
2π
	
verschwindet das Drehmoment Tk, da gemäß der
Gleichung (C.70) das innere Magnetfeld für diese Winkel parallel zum äußeren ist. Für be-
liebige Winkel β ergibt sich das Drehmoment senkrecht zur x1-x2-Ebene je Ausdehnung in
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x3-Richtung e zu
T3
e
= −µ0πe1e2 (χ∞H)2
 
1
2 − D22

1+χ + χ2D11D22
sin2β . (C.74)
Das Drehmoment nimmt somit für den Winkel β = π4 einen maximalen Wert an. Der Grenz-
wert von T3 für einen Einschluss der konstanten Querschnittsfläche A = πe1e2 konvergiert
für e2
e1
→ 0 mit D11→ 0 und D22→ 1 gegen den Wert
lim
e1
e2
→0
T3
e
= µ0A(χ
∞H)2
1
2
1+χ
sin 2β . (C.75)
C.5 Einschluss mit Kreisringquerschnitt im
homogenen Magnetfeld
Der Abschnitt 7.8 von [159] enthält theoretische und experimentelle Betrachtungen zur
Biegung einer ferromagnetischen Schale mit Kreisringquerschnitt in einem homogenen Ma-
gnetfeld. Das in dieser Arbeit verwendete Berechnungsmodell ist schematisch in der Abbil-
dung 3.15 (a) dargestellt. Durch die Dünnwandigkeit der betrachteten Struktur können Ver-
schiebungen auftreten, die in der Größenordnung der Schalendicke δ liegen, siehe auch
[155]. An dieser Stelle werden lediglich das Feld des Vektorpotentials und der Radialver-
schiebung der Schalenmittelfläche mit dem Radius RSMF angegeben. Daraus lassen sich RB
für das magnetische Teilproblem ableiten und schlussendlich das numerisch berechnete ra-
diale Verschiebungsfeld mit einer analytischen Lösung vergleichen.
Die in [159] angegebene Herleitung des magnetischen Skalarpotentials ist in analoger Weise
auf das Vektorpotential übertragbar. Für das Vektorpotential im Inneren des Rohrquerschnit-
tes folgt
A+3 i = C1 x2 für r ≤ Ri , (C.76 a)
im Rohr selbst gilt
A−3 =

C2 −
D2
x21 + x
2
2

x2 für Ri ≤ r ≤ Ra (C.76 b)
und in der nicht magnetisierbaren Umgebung
A+3a =

C3 −
D3
x21 + x
2
2

x2 für r ≥ Ra . (C.76 c)
In der Abbildung 3.15 (b) ist das oben stehende Ergebnis exemplarisch dargestellt. Die in der
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Gleichung (C.76) enthaltenen Koeffizienten sind mittels
C1 = 4
∞B
µ−r
N
,
C2 = 2
∞B
µ−r
 
µ−r + 1

N
,
C3 =
∞B ,
D2 = 2
∞B
µ−r
 
µ−r − 1

R2i
N
,
D3 =
∞B
 
µ−r
2 − 1
  
R2i − R2a

N
mit
N =

1−
R2i
R2a

 
µ−r
2
+ 1

+ 2µ−r

1+
R2i
R2a

(C.77)
festgelegt.
Die radiale Verschiebung der Schalenmittelfläche eines Rohres mit der Wandstärke δ lässt
sich für µ−r ≫ 1 laut [159] über
ur =
4
3
∞B2
µ0
1− ν−2
E−
R4SMF
δ3
cos2ϑ (C.78)
berechnen.
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